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Vorrede. 



JDer Gegenstand vorliegender Schrift^ Nachweis der Realität der für imagi- 
när erklärten, oder Erweis der Möglichkeit nnd Darstellbarkeit der für unmöglich aas- 
gegebenen algebraischen Grössen , welcher schon seit mehr denn einem Jahrhundert 
Ton' verschiedenen Mathematikern in Erwägung gezogen und — wenn gleich an- 
fangs ohne allen, später mit nur geringem Erfolg — zur öffentlichen Besprechung 
vorgebracht worden war, hat besonders seit dem Jahre 1844 bei deutschen nnd 
englischen Mathematikern eine auffallend grössere Würdigung sich errungen, und 
scheint sich seinen Stand in der Anwendung der Algebra auf Geometrie schon der- 
masseli gesichert zu haben ^ dass der kritische Forscher ihn nicht füglich Übergehen 
darf. Desswegen möchte es wohl ganz zeitgemäss sein, mit dieser, schon am Ende 
des Jahres 1845 in allem Wesentlichen vollendet gewesenen Monographie öffentlich 
hervorzutreten , die es sich zur vornehmlichen Aufgabe gestellt hat , den (rr»i»dtrT- 
thum der bisherigen Lehre vom Imaginären $chon im Lehrgebäude der Algebra auf- 
zudecken, und dafür richtige Grundansichten aufzustellen und zu vertheidigen. 

In Betreff des Entstehens und allmälichen Ausbüdens dieser meiner neuen 
Lehre möge es mir gestattet sein, folgende Thatsachen hier kurz anführen zu 
dürfen. 

Der erste Anlass und Keim zu den in gegenwärtiger Abhandlung nieder- 
gelegten Grundlehren der NichtUnmöglichkeit der allgemein für unmöglich erklär- 
ten Grössen föUt in den Frühling des Jahres 1832, wo ich die von unserem 
scharfsinnigen Gauss kurz zuvor veröffentlichten Principien der räumlichen Darstel- 
lung und des Nachweises eines realen Substrates der sogenannten imaginären Grös- 

1 



2 



Ben durch meinen hochverehrten Freund und Lehrer, Professor und Regierungs- 
rath Herrn Andreas von EtHngshausen ^ kennen lernte. Seit jenem frühen Zeit- 
punkte bin ich bei verschiedenen Gelegenheiten angeregt worden , diesen mir vielseitig 
lieb gewordenen Gedanken nachzuhängen, und sah der von Gcmss verheissenen 
umständlichen Auseinandersetzung derselben mit Sehnsucht, aber stets vergebens 



entgegen. 



Noch mehr wurde mein Interesse an der vollständigen Lösung des, im We- 
sen des Imaginären liegenden, Räthsels gesteigert, ab ich im J. 1835 die von der 
fürstlich Jablonowski'scheA Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig hierüber 
aufgestellte Preisfrage las. Seither verfolgte ich alle Bücheranzeigen, literarische 
Berichte und Zeitschriften, deren ich habhaft werden konnte, aufs eifrigste wegen 
Nachricht von der Beantwortung dieser Frage, aber immer erfolglos. 

Ith TSommer 1837, wenige Wochen vor meiner Übersetzung von Wien hie- 
Tier, ersann ich die Anwendbarkeit der GaussMschen Ansichten auf das geometrisch- 
constructive Addiren, Subtrahiren, Multipliciren , Di vidiren und Potenz iren ganzi&r 
complexer Zahlen (§. 105, 106, 108 112, 113), so wie auch auf die analyti- 
sche Geometrie in der Ebene ^ und bei Anwendung rechtwinkliger Coordinaten , be- 
sonders bei der Berechhung der Zwischenweite von Punkten und bei den Gleichun- 
gen der Kegelschnittslimen (§. 101, 102). 

Allein alle solche geometrische Constructionen des Imaginären vermochten 
doch keineswegs mich, gleich meinen Vorgängera, über den Widerspruch zu be- 
ruhigen, in welchen sie jedenfalls die Algebra mit der Geometrie bringen; da die 
Algebra vorerst die Undenkbaiikeit , die Geometrie dagegen hinterher wieder die 
Möglichkeit untl DarsteUbarkeit der geradzahligen Wurzeln aus negativen Zahlen 
erweist Desshalb war mein Sinnen und Streben vor allem Andern dahin gerichtet, 
schon in der Algebra die i^ollgiUige und bisher nur verkannte Möglichkeit oder Denk- 
barkeit dieser s. g. unmöglichen Wurzeln ncichzuweisen. 

Nach langem vergeblichen Abmühen verfiel ich endlich im Frühling 1844 auf 
den Grundfehler (§. 21) des bisherigen Beiaeises der Unmöglichkeit dieser Wunsein, 
und auf die Zulässigkeit noch eines zweiten gleichartigen Paares einander Entgegen- 
gesetzter algebraischer Besiehungen ausser dem bisher einzig nnd allein r.ugestande- 
nen Paare; so dass ich wenigstens von je zwei sich kreuzenden Paaren solcher 
Bedeh^ngen die Aiinehtubarkeit darzutkuu vermochte. Allein 'hier stellte sich mir di^ 



neue Scbwierigkett eatgegen^ dass lediglich Ein Paar rechtwinkliger Axen mi^ ihren 
zwei gekreutan : Jfm^ßn entgegengesetzter Richtungen ^ also bloss in der Geometrie^ 
und selbst da nur ein eingeschränktes^ w^nn gleich viel&ltige Anwendung gestattendes«» 
räautiches Gebilde, solche neuartige Systeme von Beziehungen darbiete ; während doch 
die Lehre von den Wurzeln überhaupt schon in der allgemeinen Grössen- und Zahlen- 
Whre., nicht aber erst in einem Zweige der besaudern Grössenlehre ihre volle Be* 
gründung erhalten mußs. Es kaiQ daher vor Allem noch darauf an, solche Beziehun- 
gen auch ausser dem Bereiche der Geooietrie aufzudecken (wie in $* 22, 23, 25). 

Bei der hiernach versuchten ordnungsmässigen Zusammenstellung meiner, bloss 
die zweitgradigen imaginären Wurzeln zu erklären fähig gewesenen, Lehre von der 
Kreuzung mancher Doppelpaare von ^rössenbeziehungen verfiel ich endlich im Decem- 
her 1844 und Anfangs Jänner 1845 auf die nicht allein an räumlichen, sondern auch 
an anderartigen Gegenständen vorkommenden abweichenden oder ablenkenden Bezie-- 
hungen. Erst mit diesem leitenden Omndbegr^e der Ablenkbarkeit der ßlgebrai$chen 
Grössenbeziekungen erhielt meine Lehre von der Realität der vorgebÜph imaginären 

_ _ • 

Grössen ihre volle Begründung und Allgemeinheit, so dass ich glaube, mir die Auf- 
»tellnng derselben, gewiss ohne unbescheidene Überschätzung, zu einem der höchsten 
und erfreulichsten Verdienste um die Vervollständigung der wissenschafUichen Mathe-r 
matik anrechnen zu dürfen* 

Eine nächste, wenn gleich nicht unbedingt nothwendi^e, Anwendung meiner 
aus der Algebra geschöpften Lehre blieb die geometrische ConstructiQn der sonst fUjr 
imaginär ausgegebenen oder eigentlich der ablenkend beziehlichen Grössen, so wie 
ßUer Grundrechnungen mit ihnen. Sie und die für die Drucklegung bemessene ordent- 
liche Ausarbeitung meiner Schrift beschäftigte mich in dem nachgefolgten Sommer 
1845, und bildet den grössten Theil des 5. Hauptstücks meiner Lehre. 

Besonders hiezu hätte ich nun sehr gern die Ansichten der vor Gauss mit der 
iConstruction des Imaginären aufgetretenen Geometer, als: Kiihny Bu^e, Mourcy und 
Warren kennen gelernt; allein trotz meiner Geldopfer und Anstrengungen auf sechs 
verschiedienen W^gen vermochte ich mir vom Anfang des J. 1845 bis Mitte 1846 
keine ihrer Abhandlungen weder käuflich n^di darlehniich zu verschaffen , sondern ich 
«uisste mich lediglich theils mit briofiichen Mittheilungen geMiger Freunde, theils mit 
Notizen «iis anderen Schriftw behalfßp ; -was mir zwar eine genügende Kenntnias des 
WesentUchen jener Ansichten gewährte, aher doch inun^er die Details missen Uess. 



Erst im Aügast 1846 erhielt ich — so wie schon froher andere Werke — Kuhn's 
höchst lesenswerthe Abhandlung in den Petersburger Commentarien, auf gnädige Bewil-* 
ligung des hohen Landesgubemiums aus der Lemberger k. k. Universitttts- Bibliothek 
durch ihren äusserst geföUigen Bibliothekar Herrn Franz Ritter von Slroiiski. Endlich 
wurde mir auf einen Brief vom 15* Juli 1846, durch angebotene gütige Vermittelnng 
des k. k. Hofbuchhändlers Peter Rohrmann zu Wien, am 20* Februar 1847 die über* 
raschende ungemeine Freude zu Theil, von Herrn John Warren aus Hundington in 
England, mit echt brittisch grossmüthiger Denkweise, seine drei Abhandlungen ge- 
schenkt und Mourey's Werkchen geliehen (X) zu erhalten; wofür ich beiden Herren 
meinen verbindlichsten Dank hier ölTentlich auszusprechen Gelegenheit nehme. Buies 
Aufsatz hingegen vermochte ich mir, so weit ich auch gegangen war, nicht zu ver- 
schaffen. 

Inzwischen hatte mir das Jahr 1846 nebst mancherlei Unheil auch in Bezug 
auf diese meine Arbeit eine herbe Kränkung gebracht, die mich fast zum Entschlüsse 
vermocht hätte, das undankbare Abmühen mit ihr gegen lohnendere Studien zu ver- 
tauschen; dessen ungeachtet brachte ich es endlich doch wieder über mich, auch dar- 
aus einigen Vortheil zur Vervollständigung meiner Lehre im 6. und 7. Hauptstttcke zu 
ziehen. Allein kaum hatte ich diese nach jener Aufmunterung durch Herrn Warren 
— besonders da er in seinem Schreiben erwähnt , ^ dass der hier behandelte Gegen- 
stand seit den letzten Jahren viele Mathematiker Englands interessire und bei der im 
J. 1845 zu Cambridge stattgehabten Versammlung der brittischen Gesellschaft der 
Wissenschaften bedeutend die Aufmerksamkeit auf sich gelenkt habe^ — im März 
und April d. J. im Entwürfe nahe ausgearbeitet, als ein häusliches Unglück nach dem 
andern mich verfolgte, von denen das härteste und nachhältigste der während der 
Krankheit meiner ganzen Familie im Wonnemonat erfolgte Hintritt meiner vortreffli- 
chen Frau war, das mir Gemüth und Geist aufs tiefste damiederdrUckte und mich 
nur sehr spät wieder zum Entschlüsse kommen liess, meine mehrmals unterbrochene 
Arbeit noch in diesem Jahre (1847) zu vollenden; was mir erst am Schlüsse des- 
selben gelingen durfte. 

Die Behandlung und Darstellung meiner Lehre betreffend war ich sorgfllltigst 
bemüht^ alle Grundbegriffe durch gerechtfertigte Erklärungen vollkommen festzustellen, 
die auf sie gestützten Lehrsätze folgerecht zu reihen , sämmtliche Beweise mit streng- 
ster Gründlichkeit zu führen, und jeden nur einiger Massen schwierigen und stritti- 
gen Gegenstand aufs umständlichste zu erörtern. Zugleich leitete ich das Ganze so 



ein^ dass die eigentliehe Lehre Yon der Ableokoag algebraischer Grössenbeziehnngen^ 
das Poteazirefi nach ablenkend bezieblichen Exponenten mit der von ihr bedingten 
analytischen Goniometrie ^ und die auf letztere gestützte vollständige Lehre von den 
höheren algebraischen Gleichungen in die Lehrbücher der Algebra, wohin sie doch 
eigentlich gehören; dagegen die Lehre von der räumlichen Darstellung der ablen- 
kenden Grössenbeziehungen in die Lehrbücher der Geometrie aufgenommen werden 
können; wenn dereinst diese neuen Ansichten — wie ich wünsche und hoffe — 
genug Beifall und Verbreitung sich errungen haben werden. 

Dabei kann es wohl nimmer befremden^ dass in einer Schrift, die so sehr 
an Philosophie der Mathematik streift und eingewurzelte irrige Ansichten und Rech- 
nungsvorgänge zu bekämpfen unternimmt^ hie und da die kalte Schul- und Lehr- 
sprache in die wärmere der Streitschriften übergehen musste; doch glaube ich mich 
versichert halten zu dürfen, dass jeder Billigdenkende die hier eingehaltene Sprache, 
vornehmlich in Vergleich mit jener in ähnlichen Werken^ sattsam gemässigt und 
nirgends beleidigend finden werde, zumal ich stets nur Hervorhebung der Wahrheit^ 
nie aber Herabwürdigung fremden Wissens und Verdienstes beabsichtigte. 

Auch darf ich nicht unerwähnt lassen, dass diese Monographie nicht 
allein ftlr den Gelehrten von Profession, sondern auch ftlr Anfänger und Lernende^ 
so wie selbst ftlr Freunde der Mathematik, denen ihre Verhältnisse nicht immer zu 
tieferem Grübeln die erforderliche Müsse gönnen, bestimmt und darum so ausftihrlich 
abgefasst ist, dass auch die Letzleren eine sallsame Erörterung jedes einzelnen Ge- 
genstandes darin finden. Dem Gelehrten kostet es wohl wenig Mühe, aus einer 
umständlichen Zergliederung den kurzen Grundgedanken herauszufinden , oder was 
ihm überflüssig scheint zu übergehen; dem Anfänger oder Dilettanten hingegen bleibt 
es meistens unmöglich, etwas wegen allzu grosser Kürzb Undeutliches sich aus- 
ftlhrlicher zu erörtern, oder Mangelndes hinzuzufinden* In derlei Streitschriften hat 
ttberdiess die übermässige Gedrungenheit der Schreibart noch den entschiedenen 
Nachtheil, dass sie selbst von Gelehrten leicht entweder gar nicht oder wenigstens 
missverstanden werden, und dadurch zu unnützem Wortstreit Anlass geben. 

Dass Werke, wie das vorliegende, die eine eigene Bahn zu brechen zur 
Aufgabe haben, auf eine sogleiche und allgemeine Anerkennung nicht zählen dürfen, 
verhehle ich mir um so weniger, als ich missglückte Vorgänger in nicht geringer 
Menge vor mir sehe; zweifle jedoch nicht, dass der Widerspruch, den das hier 
dargebotene Werk hervorrufen dürfte, sich lediglich auf dem Felde der strengen 



Wissenschaft bewegen werde ^ wie di^s cum Ruhme unseres deutschen Volkes im*- 
mer mehr guter Ton wird. STöchte nur wenigstens die Anerkennung meiner Schrift 
nicht allzuweit hinter jener aufopfernden Anstrengung zurückbleiben ^^ mit der ich 
— In der Absicht zur Aufhellung der noch vorhandenen Dunkelheiten der mathema- 
tischen Wissenschaften mein Möglichstes beir^usteuem — dieselbe zu Stande brachte. 



Taraow den 20« December 1847. 
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JLrie Lehre von den sogenannten imaginären (eingebildeten) oder unmöglichen 
Grössen oder Zahlen, denen entgegen man die anderen reelle (wirkliche) oder mögliche 
nennt, hat schon längst, zum Theil von sehr gründlichen Kritikern, die lieftigsten Anfech- 
tungen — und diess wahrlich nicht ohne triftige Gründe — zu erdulden gehabt*). Denn 
das Verfahren, wie man diese Grössen in die Algebra (elementare allgemeine Grössen- und 
Znhlenlehre) einführt und besonders in den höheren Partien derselben (in der Analysis) 
handhabt, indem man vorerst dort ihre Undenkbarkeit und Unmöglichkeit strengstens nach- 
weist, nachher aber hier nichts desto weniger solches Unmögliche durch Zeichen darstellt, 
unterliegt, trotz dem, dass sogar höchst berühmte mathematische Autoritäten sich desselben 
bedienten , dem gegründetsten Tadel ; da man sie auf solche Weise als allgemeine Zahlfor^ 
vun, die doch keine Zahl vorstellen, oder als Zeichen ohne ein Bezeichnetes, d. h. dem- 
nach als leere nichts sagende Schriftzüge, oder um mit gelehrteren Worten zu täuschen, 
als Symbole — Sinnbilder — die doch nichts Sinniges abbilden, folglich kurz als Undinge 
gleich mythologischen Gestalten, in die Rechnung einführte. 

Andrerseits vermochte man aber auch wieder nicht die Richtigkeit der Ergebnisse 
so vieler rechnenden Forschungen, die sich der imaginären Zahlen zur Vermittelung bedie- 
nen, in Abrede zu stellen; zumal zu den meisten solchen Ergebnissen auch noch andere, 
das Imaginäre gar nicht berührende, Wege führen. 

S. 2. 

Um diese Nutzanwendung der imaginären Grössen zu rechtfertigen, haben mehrere 
Mathematiker, als BuSe^ Mourey, JVarren und Gauss gezeigt, dass und wie imaginars GrÖsien 
sieh geometrisch consiruiren lassen. Die sie leitenden Grundgedanken sind: 

1. Alle imaginären Rechnungsausdrücke lassen sich auf die y^ — 1, von Gauss mit 
I bezeichnet, zurückführen. 



*) Eine Zusammenstellung derselben findet man m der Stihiift: Kritische Betracbtang .einiger Lehren < der reinen 
Analysis, Welchen der Vorwnrf der Ungereimtheit gemacht werden ist, Ton. Dr. JFr* Schmeüser, 4, Frankfurt 
•a. d. 0. iSiA. S. 24 ~- 38. 
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2. So wie 4- 1 ^^<^ — i die entgegengesetzten Richtungen einer Geraden markiren, 
eben so weisen -|- i und — { auf die beiden entgegengesetzten Richtungen aller auf ihr 
senkrechten Geraden in einerlei Ebene hin. 

Daraus nun meinten sie folgern zu dürfen, dajts durch diese Conslructionen die Rea^ 
liläi der itnaginären Grössen dargeehan werde. Diese Ansicht theilte auch die (lirstlich Ja- 
blonowski'sche Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig in dem Programm der von ihr im 
Jahre 183b fUr das J. 1837 gestellten Preisfrage, welche hier in beiden Sprachen wortge» 
treu eingerückt werden soll. 



Quantitatum imaginariarum non solum in 
analyticis sed etiam analytico-geometricis dis- 
quisitionibus usus nunc est satis frequens. 
Jam vero indigitavit III. Gauss^ illas quantita- 
tes, quas sab specie ßcticiarum solummodo 
Jermarum yulgo contemplari solent, negativa- 
rnm instar quantitatum, explicatione itUuitiva 
non cmninc esse experles. Fuerunt praeterea 
alii geometrae, e quibus inprimis nominandi 
sunt W. CIL Bu^e» Mourey, JF'arrenj qui has 
quantitates, ubi in geometricis occurrerint« 
tcnsiruendas esse docere conarentur. Quae 
tarnen, quum adhuc dubia videantur^ movet 
Societas quaestionem, possitne haec doctrina 
de constructione quantitatum imaginariarum 
ita firmari et excoU, ut, quae laieanl construc'^ 
tiones, ubicunque geometrae quantitatibus illis 
usi sint, e certit regulis explanari possit vel, 
si rei natura hoc non concedit» quibusnam 
ecndiiicnibus imaginär ia liceat oonsiruere, luca- 
lenter appareat* 



Wie bekannt« sind die imaginären Gros« 
sen gegenwärtig nicht nur in der Analysis, 
sondern auch in der analytischen Geometrie von 
häufigem Gebrauch« Gauss hat gezeigt, das« 
diese Grössen, denen man gewöhnlich alle 
Realität abzusprechen pflegt,* gleichwohl sc we- 
nigy als die negativen Grössen, einer Fersinn- 
lichung gänzlich entbehren. Ausserdem haben 
andere Geometer, namentlich Bu^e^ Mourey, 
Warren, zu beweisen gesucht, dass wenn man 
in geometrischen Untersuchungen auf imagi- 
näre Grössen kommt, sich diese auch immer 
construiren lassen. Da diese Lehre jedoch 
noch nicht allgemeine Afiertennung gefunden 
hat, so wirft die Gesellschaft die Frage auf: 
ob die Lehre von der Construction der ima- 
ginären Grössen sich so begründen und aus- 
bilden lässt, dass vermöge derselben nach 
sicheren Regeln die Conslructionen angegeben 
werden können, die überall, wo sich die Geo- 
meter der imaginären Grössen bedienen, 
versteckt liegen mögen; oder wenn dies un- 
möglich, dass wenigstens die Bedingungen er- 
hellen , unter denen jene Grössen construirbar 
sind. 



%. 3. 

Man hat jedoch hier den fTiderspruch übersehen ^ in welchen die Mathematik bei 
solcher Behandlung der imaginären Grössen mit sich selbst geräth. Einerseits erweist sie 
in ihrer Grundlage, der allgemeinen Grössen- und Zahlenlehre — bald Arithmetik bald Al- 
gebra genannt — völlig streng, dass Wurzeln geraden Ranges aus negativen Zahlen — nicht 
Grössen — Unmögliches fordernde Rechnungsausdrücke, folglich durchaus undenkbar und 





imm^gKeh sind; andrerseits dagegen zei»t sie in demjenigen ihrer bs^nderen Zweige« itel« 
eher Geometrie heisst, dass solche Wurzeln, trotz ihrer erwiesenen Unmöglichkeit, dennoch 
auf tvirk liehe Gegenstände des Raumes hinweisen, oder dieselben repräsentiren, sonsit selbst 
Wirklichkeit (Realität) besitzen. 

Darin liegt der Grund der In dem oben citirten Programm eingestandenen Unent- 
schiedenbeit und geringen Anerkennung, so wie der von Jlf. W^. Drobisch (Grundzuge der 
Lehre v« d. höh. numer. Gleichungen, Leipzig« 1834. S. XVU) beklagten GFeichgiltigkeit, 
mit der das mathematische Publicum bisher die versuchten geometrischen 'Veranschaulichun- 
gen des Imaginären aufj^enommen hat. Selbst nachdem ein Gauss die Grundlage dieser 
Theorie in wenigen, aber scharfen Zügen entworfen hat» scheint sie den meisten Mathema- 
tikern keine höhere Meinung abgewonnen zu haben« als dass solche Repräsentation der 
unmöglichen oder imaginären Grössen durch' räumliche Gegenstände nichts Besseres als 
eine geistreiche Analogie, als eine zwar interessante, aber zufäHfge gegenseitige Hinweisung 
des Einen auf das Andere sei. Ja in manchen Kritikern vermochte sie nich€ einmal diesen 
frommen Glauben anzuregen« so dass sich Sehtn^isser*) zu der Äusserung Teraiiiasst fand: 
»Constructionen der sogenannten unmöglichen Grössen, wie solche Buee, Warren« Mottrey 
versueiit haben« ihun gleichsam bildlich den Irrthmn dar, der ihnen zum Grunde liegt. 
Wenn daher die Jablonowski^sciie Gesellschaft der Wissenschaften in Leipzig auf ihre Preis» 
frage fllr 1H37 keine Antwort erhalten hat» so liegt diess in der Nalur der Sache.^L 

Spürt man der Ursache des Scheiterns aller bisherigen Versuche und Bemühungen 
der Mathematiker, in die Lehre von der Zulässigkeit imaginärer Grössen in den Rechnungen 
überzeugende Klarheit zu bringen und den Ergebnissen solcher Rechnungen unbezweifel- 
bare Gehung zu versch^ifFen , sergfMtig nach: so findet mtu %\t völlig entschieden in der 
Mangeihnfti^kett sämmtlicher bis nun 2u in der Algebra aufgestelhen Lehren tfaeib voitf 
den negativen, tlieils von den imaginären Grössen. 

Von den bisherigen Lehren des Negatiüen in der allgemeinen Grössenlehre enthalten 
bloss jene von KCbget (Math. Wörterb. 2. Bd. 1805« Art. Entgegengeiseizte Grössen« und 
früher: Hindenburg's Archiv d« Math., 1195« 3. u. 4. Heft) nnd wenn man nicht durch neue 
Benennungen sich beirren )ässt, die von Camee (G^omtoie de positton« Pavis» 1^3^ deutsch 
V. Schnmacher« Ahona, 1806*^ 10) wenigstens die wichtigsten Grundgedanken, welche zaini 
Thetl in die Lehrbücher von Pasquioh, Knar und Uhde übergingen^: Die Neuzeit dagegen« 
zumal jene, die da nur Buchstaben« ohne sich darunter Grössen odier Zahlen vorzusteUen, 
und Rechnimgszeichen eben so zusammenschreibt und ihre Gruppen von Scbriftzägen ge»^ 

*) in der (oben in $. 1) an^efilbrteB Sckrift v. J. Uit, S. IX 
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rade so benamset, wie sonst Al^ebraisten zu thun pQegen, hat auf diesem Gebiete gar 
nichts Haltbares aufzuweisen. 

In die Lehre vom Imaginären dagegen liat — was kaum glaublich scheinen wird — 
ein völlig grundloses Axiom (§.21) sich eingeschlichen und darin so aligemein festen 
Boden gefasst, dass es nicht bloss von allen Freunden und Lehrern, sondern auch yon 
den heftigsten Gegnern dieser Lehre « ohne irgend eine Ausnahme, mit ähnlicher Täuschung 
dahin genommen wurde, wie eliedem der Wahn, dass die Sonne gehe und die Erde stehe, 
in der Denkweise der Menschheit fest gewurzelt stand. Zudem hat man bisher nur mit der 
Erforschung der imaginären Wurzeln zweiten Ranges, auf die sich freilich alle anderen zu- 
rückführen lassen, sich begnügt, keineswegs aber die ganze Lehre vom Imaginären in sich 
abzuschliessen und abzurunden sich bemüht. 

Indem wir wonach die Frage nach der Art und Weise der Construirbarkeit des 
Imaginären in die höhere und ihr doch eigentlich vorschwebende Frage nach der mulhmasslichen 
Realität dieses nur irrthümlich so genannten Unmöglichen umwandeln, und die richtige Lehre 
dieses Gegenstandes au/zustellen und zu begründen beabsichtigen ; muss unser Hauptaugenmerk 
zuvörderst auf folgende Punkte gerichtet sein: 

1. auf einen richtigen Begriff des Positiven tind Negativen, des Realen und Imagi« 
nären in der Algebra, 

2. auf die Feststellung der Gegenstände, denen diese Merkmale zukommen, und 

3. auf die Bedingungen» unter denen sie sich an ihnen vorfinden. Dass hierbei 
die Verwerfung mancher bisher üblichen Benennungen und Zeichen, und damit die Ein- 
führung einiger neuen, nicht umgangen werden kann, bringt die Natur der Sache mit sich. 

Sollte es uns gelingen, die Richtigkeit unserer neuen Lehre über allen gegründeten 
Widerspruch zu erheben; so bleibt.es für selbe gleichgiltig , ob ihr Gegenstand, das Ima- 
ginäre, sich räumlich nachweisen und abbilden lasse oder nicht. Denn obwohl es nicht Ge* 
brauch ist, die reellen Rechnungsformen der Algebra geometrisch zu construiren; so hat 
doch noch niemand an der vollständigen Giltigkeit derselben gezweifelt, da sie auf aner* 
kannt zulässigen Begriffen ruhen* 

Wenn wir nun auch der geometrischen Construirbarkeit der als unmöglich und un- 
denkbar nachgewiesenen sogenannten imaginären Grössen« so wie sie bisher gelehrt und 
anerkannt worden ist, schlechterdings alle Bevteiskraß für die Aealität und Existenz dieser 
Grössen abzusprechen uns gedrungen fühlen; so werden wir gleichwohl, nachdem wir diese 
Realität vorerst in der Algebra über allen Zweifel erhoben haben, werden, dieses unschätz- 
bare Mittel der f^erdeutlichung und Über%eugmig keineswegs verschmähen, um unsere Lehre 
zur klaren und deutlichen Anschauung und Verständlichkeit zu bringen: 



li' 



SSrstes Hauptstück. 

Grondzttge der Lehre vom Gegensatze algebraischer Beziehungen der Grössen. 



Die beiden einander entg^egengesetzten (sich gegenseitig aufhebenden) Grundrech« 
nungsweisen, das Addiren und Suhtrahiren, kommen häufig theils ^verbunden vor, theils 
werden sie an und gegen einander gehalten. Darum ist es zur Übersichtlichkeit; und Ab* 
kürzung der Rede rathsam, sie nach Klügets mit Unrecht zn wenig beachtetem Vorschlage 
(Math. WÖrterb. 1« Bd« 1803, S. 314) unter der Benennung Aggr^giren in Eine Gattung 
Rechnens, als ihre einzelnen Arten, zusammenzufassen; wofftr wir jedoch zuweilen zur 
deutlicheren Bestimmung das bezeichnendere »Imputiren, An- oder Aufrechnena gebrau- 
chen werden, weil diess nicht nur vom Guten, sondern auch vom Bösen gesagt wird. 

Mehrere gleichartige Grössen aggregiren heisst demnach, einige derselben addiren, 
andere dagegen abziehen. Das Ergebniss der Aggregalion nennt man das Aggregat (zu- 
sammengesetzten Ausdruck) der Grössen, diese selbst aggregative Grössen^ Aggreganden oder 
Glieder. Die Aggregations weisen zweier Grössen oder derselben Grosse in zwei Fällen 
können demnach entweder einerlei (identisch) oder aber verschieden, entgegengesetzt sein. 

%. 9. 

Bei der Auslegung von Grössenuntersdiieden, deren Subtrahend grösser als der 
Minoend ist, wird man in der allgemeinen Grössenlehre anf mancherlei gepaarte Beziekanp 
gen (Relationen), Bedingungen, Beschaffenheiten (Qualitäten), Sinne, Bedeutungen, Rücksieb- 
ten, Zustände, Umstände u. dgK hingewiesen, die so geartet sind« dass gewisse Grössen» 
oder die sie vorstellenden Zablwerthe oder Masszahlen, so oft eine von solchen dualen Bezien 
hungen besteht, zu addiren^ dagegen so oft die anc^^r^ Beziehung besteht, zu subtrahiren sind. 

Diese Ei£:enschaft nennt man den Gegensatz oder Widerstreit solcher gepaarter Be* 
xiehungen der zu betrachtenden Grössen oder ihrer sie äiellvertretenden Zablwerthe; je ein 
Paar dergleichen Beziehungen einander entgegengesetzt oder widerstreitend » und einerlei Be- 
ziehungen mehrerer Grössen auch ein* oder gleichslimmig. 

V 

Beispiele derartiger Beziehungen, wie Vermögen und Schuld, Vorwärts und Rück* 

wärts, Rechts und Links, u.v.a. sind aus den Lehrbüchern sattsam bekannt. In abstracten 

• . . , 

Rechnungen und mathematisch r^n Forschungen, in 'denen man auf die Besonderheit der' 
Bedeutung der allgemeinen Grösaezeichen (Buchstaben) nicht achtet, gelten als allgemeine 

2» 



(universelle) gegensätzliche Agi^regationsbeziehungen: Zusatz (Zugabe) und AVegnahme« Ver- 
mehrung und Verminderung, Vergrösserung und Verkleinerung, Wachsihum (Zunahme) 
und Abnahme u. dgU überhaupt Addtlion und Subtraction, 

$. 10. 

Die Lehre von dem allgemeinen Rechnen mit Grössen oder die allgemeine Grössen- 
lehre wird« so lange sie solche Paare gegensätzlicher Beziehungen unbeachtet lässt« Arith- 
metik, und sobald sie selbe berücksichtiget, Algebra (im weitem Sinne^) genannt. Dess- 
wegen nennt man auch das Betrachten der Grossen in derlei dualen Relationen, so wie das 
Rechnen mit ihnen» ein reltUivss (beziehliches, bezügliches») odei; auch ein algebraisches; 
dagegen das Betrachten der Grössen ausser solchen Beziehungen, an und för sich« so wie 
sie sind, oder viehnehr ohne Rücksicht auf eine derlei Beziehung, und auch das Rechnen 
mit ihnen, absolui, irrelativ (beziehungslos, unbeziehlich), oder arithmetisch. 

Danach nennt man den erklärten, die Behandlung derselben Grössen im Aggregiren 
betreffenden (Gegensatz der Beziehungen, also auch diese Beziehungen selbst, algebraisch; 
gewiss bezeichnender a^greg4tt0rische, Aggregations« (oder Iinputations-» Anrechnungs-) Be- 
ziehungen* Und je nach den angeführten Umständen heissen auch die Grössen selbst al- 
gebraisch bcxiehliche (bezogene)» oder absolute (unbezogene) Grössen. 

Das EnCgegengesftztbeziehliche einer Grösse ist also eben diese oder eine ihr gleiche 
in der entgegenj^esetzten Beziehung vorkommende oder genommene Grösse; und zwei al- 
gebraisch betrachtete Grössen werden entweder ganz gleich, oder aber entgegengesetzt gleich 
genannt, wenn sie an und für sich genommen jedenfalls gleich gross, aberdort einstimmig, 
hier entgegengesetzt beziehlich sind« 

S. 11. 

i Von jedem Paar entgegengesetzter Beziehungen, in denen gewisse Grössen betrach- 

tet werden, wird jederzeit eine in der Anlage einer Rechnung oder mathematischen For« 
sdinng, ursprünglich, oder schon von vornherein angenommen, voraus- oder festgesetzt, 
oAtt von beiden wird bei ihrer Vergleichuqg die eine gesetzt (zuerst gedacht), und ihr die 
änderet' entgegengeaetzL .Desswegen nennt man jene ursprünglich gesetzte Beziehung die 
pcsikve, affirmative (bejahende) oder Grundbeziehung, und die andere, also die der positiven 
•A^^g^QS^^^tej di^ negative (verneinende); und danach auch jedwede Grösse positiv oder 
nsgjoiiv b4ziehlich, je nachdem die Beziehung, in der sie erscheint, positiv oder negativ ist. 

%. 12. 

Die angeCuhrten Beschaffenheiten und Benennungen der algebraischen Beziehungen 
der Grössen übertrug man bisher auj die Grössen selbst^ und sprach von arithmetischen und 
algebraischen, entgegengesetzten und einstimmigen, positiven und negativen Grössen, so wie 

*j Im «ogero — ^igeDtüch* aatslos su eogeo — Stnoe deoat mte die LeKtt« Vott dbo Gleidinn^D AlgtbrtL 
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vom Entgegengesetzten einer Grösse. Aus die$^r Verwechslung quollen jedoch bis auf den 
beutigen Tag zabllose Irrtbüroer» Missver&iändnisse und Streite in der Algebra. Darum 
muss man als oberstes Prinzip der Algebra aufstellen und festhalten: 

Nicht cKe GröfisoDi, sondern gewisse gepaarte Bestehmugeii der Grössen^ sind 
einander entgtgenge^etsit ^ die eine positiv^ die andere negatir; daher die Grössen selbst 
entgegengesetzt beziehlichy die einen positiv beziehlich^ die anderen negativ beziehlich. 

Dass in der Algebra an den Grössen nicht bloss ihre Grösse (ihr Wiegross, Betrag 

« ♦ 

oder Werth), sondern auch ihre Beziehung oder Bedingung in Absicht auf Aggregation be- 
achtet« aber Jedes Tom Anderen genau unterschieden werden muss« haben zwar schon 
manche Mathematiker obenhin angedeutet, aber keiner hat diess mit dem nöthigen Nachdrucke 
ausgesprochen und mit jener unbeugsamen F'estigkeit beibehalten, wie es in vorliegender 
Abhandlung geschehen wird. (Vergl. L'HuüUer Princip, calc. diff. et integr., 1795, p. 100, 
Carnoe Geom. d. Stell. 1. Tbl. S. 20, Klügel Matli. Wöiterb. 2. Tbl. S. 104, u. a.) 

S. 13. 

Der Gegensatz zweier Aggregationsbeziehungen von Grössen tritt in zweierlei Weisen auj. 

» 

1. Die erste und allgemeine fVeise betrifil zwei mit einander yerglicbene verwandte 
fnathematiseke Fcrsehungen, Auflösungen ähnlicher Rechnungsaufgaben, u« dgl., welche die 
nämlichen Grössen betrachten, aber darin von ekis^der sich unterscheiden, dass gewisse 
Grössen in der einen Forschung in einer bestimmten Beziehung, in der anderen Forschung 
aber in der entgegengesetzten Beziehung vorkommen^ und desswegen in beiden Forschungen 
oder Rechnungen entgegengesetzt aggregirt werden; wie z. B. dia analyiische Untersuchung I 
der Ellipse und Hyperbel« Von solchen zw^i verwandten Fällen mathemauscber Forschung | 
kann man den einen als vorbildlichen. Normal-, Ur- oder Musterfall, und den andern als 
nathgehildeten oder abgekileten anschauen. 

2. IHe zweite und besondere Art algebraischen Gegensatzes tritt da ein, wo in emer 
nnd derselben Forschung eine gewisse zu bestimmende oder auszudrückende Grösse um 
^'tn^ ans ilwei mit ihr gleichartigen Grössen yergrössert, um die andere aber verringert 
wird, folglich' von diesen zwei Grössen die eine zn addiren (additiv), die andere dagegen 
zu subtrahiren (subtractiv) ist; weil eine aus ihnen unter der einen, die andere aiier unter 
der anderen von zwei entgegengesetzten Beziehungen erscheint. So z. B* werden in der 
Berechnung des Besitzstandes eines Menschen eine Schuldpost und eine Forderungspost 
entgegengesetzt' aggregirt. 

■ 

Demnach werden in der ersten Weise die Beziehungen Einer Grösse in jn<^£<>ri^( Forschungen, 

'„ „ zweiten „ „ „ zweierGv^sseiti in Eimr Foi'scbung, 

in beiden Weisen also jedesmal' i;ti;«{ Beziehungen an einander gehalten, und nach Umstän- 
den fiir entgegengesetzt oder für gleichstimmig (identisch} befunden. 
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S. 14. 

Dass aus diesen beiden Arten Gegensatzes von Grössenbeziehun^eti die zweitt nur 
eirte Besonderheit der ersten ist, erkennt man sogleich und mit Leichtigkeit, wenn iiian er- 
wägt, dass sich bei der zweiten Art zu dem der Befrachtung vorliegenden falle mathemati- 
scher Forschung jedesmal noch ein anderer vorbildlicher &o denken lässt, duss in dieseni 
Muslerfalle jene zwei in der eigentlich vorschwebenden Forschung entgegengesetzt zu aggre- 
girenden Grössen in einerlei Weise aggregirt (beide addirt oder beide subtrahirt) werden, 
z. B. in der vorher erwähnten Berechnung des Besitzstandes eines Menschen der Fall, wo 
dieselben zwei Posten entweder zugleich Schuld oder zugleich Forderung sind. 

Man bat diese Verwandtschaft und Unterscheidung der Gegensätze algebraischer 
GrÖssenbeziehungen bisher entweder gar nicht beachtet oder wenigstens nicht hinreichend 
deutlich erkannt. Klügel und Camot halten die beiden Arten solchen Gegensatzes für völlig 
verschieden in ihrer Wesenheit, während sie bloss in Unwesentlichem sich unterscheiden; 
die meisten Lehrbücher der Algebra gedenken nur der zweiten minder wichtigen Art, und 
verfehlen sich noch darin, dass sie »positiv« mit »additiv« und »negativ« mit »subtractiv« 
identificiren. 

Die Negalivität, so wie auch überhaupt den Gegensatz algebraischer Beziehungen 
von Grössen, bezeichnet man bekanntlich durch das den Grösse/.etchen vorgesetzte Subirac» 
tionszeichen ( — ); und die Pcsitivität, so wie auch überhaupt die [ilinstimnii^keit derselben, 
durch das Additions zeichen (-{-) oder audi durch Weglassung aller Vorzeichen. Indem man 
demnach diese beiden Anrechnungszeichen (-}- und — ) als Bc7.ioliungs- oder Qualitatszei* 
chen gebraucht; erweitert man den Begriff der Addition (Hinzusetzung) in den der »Satzung, 
Festsetzung, Grundlegung«, und den Begriff der Subtraction in den der »Entgegensetzung, 
des Gegensatzes«. 

Hiedurch begründet sich die Angemessenheit dieser Beziehungszeichen und die Zu- 
lässigkeit der doppelten Bedeutung derselben; folglich auch die Freiheit, ein geschriebenes 
Aggregat nach Erforderniss bald arithmetisch bald algebraisch lesen und behandeln zu dür- 
fen; und der Gebraach, mit algebraisch — positiv und negativ — beziehlichea Grössen 
iai Rechnen gerade so wi« mit den additiven und subtractiven Gliedern zusammengesetzter 
Ausdrücke vorzugehen. 

$. 16. 

Nach diesen Ansichten lassen sich nun leicht die regelwidrigen Unierschiede deuten, 
m denen der Minuend kleiner als der Subtrahend ist 

i« Lässt die Beziehung eines regelrechten Unterschiedes, dessen Minuend wenigstens so 
gross als der Subtrahend Lst, eine entgegengesetzte zu^ wie z. B. bei der Berechnung des 
Vermögensstandes eines Menschen, Vermögen und Schuld« Einnahine und Ausgabe, u. d.^1. ; 
so ist ein solcher Unterschied^ sobald sein Minuend kleiner als der Subtrahend» folglich 
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er selbst regelwidrig wird, der entgegenge.ietit be/ieiiltche noDgewendeie Unlcrschied, oder 
der nicht oiebr in jener ursprünglichen (positiven) , sondern in der entgegengesetzten (nun- 
mehr negativen) Beziehung genommene Überscbuss des Sobtrahends über den Minuend. 

2. LäMSt über die Beziehung eines regelreehien Unterschiedes keine enigegengesetzte za^ 
wie z. B» das Alter eines Menschen » Gesetzes, Gebäudes u. dgl., die Anzahl der Kinder 
einer' Familie; so bleibt ein regelwidriger derartiger Unterschied unmöglich, sinnlos, un- 
verständlich; geschrieben ein blosses, bedeutungsloses Rechnungsgebilde, oder ein Merk- 
zeichen eines in der Grundanlage einer Rechnung unterlaufenen Widerspructis der Vor- 
aussetzungen. 

Um solchen sinnlosen Unterscliieden wo möglich Deutung zu verschaffen, dient 
überhaupt zweckmässige Abänderung oder Veraligemeinung der Bechnangsrrage oder des 
algebraisch zu erforschendes Gegenstandes» und dadurch eigentlich der Aggregationsbezie- 
hungen der in Betracht genommenen Grössen ; wie z. B« wenn man anstatt nach dem Alter 
eines Menschen in einem gewissen Jahre vielmehr nach dem Abstände dieses Jahres hinter 
seinem Geburtsjahre fragt. Doch darf hierbei nicht übersehen werden» dass man nunmehr 
eine ganz andere Frage beantwortet« und dass , wenn eine widersinnige Frage « auf die 
sich nichts Vernünftiges antworten lässt, in eine verständige abgeändert wird» die nun- 
mehrige vernünftige Antwort keineswegs jener sinnlosen Frage zugehört. 

In abstracien Rechnongen werden alle regelwidrigen Unterschiede für verständlich 
oder deutungsfahig erachtet» weil sie auch in jenen Fällen bestehen müssen» wo die allge- 
mein aufgefassten Grössen wirklich in entgegengesetzten Beziehungen erscheinen: oder 
weil solche Unterschiede sich auch als Ergebnisse von kleineren» aus einer grösseren Haupt- 
rechnung ausgeschiedenen« Nebenrechnungen von Reduclionen je eines additiven und eines 
grösseren subtractiven Gliedes» oder allgemeiner je eines positiv und eines an sich grösse- 
ren negativ beziehlichen Aggregands eines Aggregates, ansehen lassen; oder auch, weil sie 
manchmal angeben» um wie viel oder um was von einer hinzu gedachten oder wirklich 
hinzu kommenden hinreichend grossen Grösse mehr abgezogen als ihr zugefügt wer- 
den soll« 

Gleich den regelwidrigen Unterschieden werden auch die an sich unverständlichen 
Aggregate gedeutet» weil Aggregate überhaupt als Unterschiede der Summe ihrer additiven 
und der Summe ihrer subtractiven Glieder angesehen werden können ; und eben so auch 
die negativ beziehlichen IVurzelwerthe der algebraischen Gleichungen» weil dieselben» vor 
ihrer Darstellung als vereinzelte (isolirte) subtractive Aggregationsglieder» jedesmal auch als 
Unterschiede dargestellt werden können. 

%. 17. 

> 

Auf diese Deutung der regelwidrigen Unterschiede und der negativ beziehlichen 
Wurzeiwerlhe der algebraischen Gleichungen gründet sich der hauptsächlichste Mutzen der 
Betrachtung und Lehre des Gegensatzes algebraischer Beziehungen derGrösseu. Durch sie 
ist nämlich die Möglichkeit dargeboten, verwandte matliematische Forschungen oder Rech- 
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nviigsFragen « in deibcn gewiss« Grössen bk)^ dnrch die Verschiedenheit der Aggregvti«»ti 
von einander sich unterscheiden — was man am deuttichsten durch Gegeiieinanderhalrett 
ihrer Grundbedingungen oder der dieselben aussprechenden oranßingiichen Beziehung»* 
oder Bestimmungsgleichungen kennen lernt — mit Leichtigkeit insgesammt auf «Mnmai zu 
erledigen. 

Zu diesem Zwecke fiihrt man von solchen Forschungen bloss Eine als aügemei« 
nen, Muster» oder (Normalfall, als Vorbild aller übrigen, yollständig bis ans BiKle durch; 
und benützt davon nur mehr das End^Ergebnlss. Denn dass Crgi^bniss (.die Schlussglei* 
chungen) jeder anderen verwandten Forschung als eines besondern, abbildüchen oder 
weckselbezügigen (cor relativen) Falles findet man^ indem man 

1. alle jene Grössen aufsucht und vormerkt» welche in diesem conrelativen Falle 
anders als im Normalfalle aggregirt werden j also in entgegengesetzten, hier negativen, Be* 
Ziehungen erscheinen oder negativ beziehlich werden; 

2. in dem End- Ergebnisse des Musterfalles jede solche ihre Beziehung ändernde 
Grösse, A^ durch ihr Entgegcngesetztbeziehliches , A, ersetzt; 

3. diese negativ beziehlichen Grössen gleich den subiractiven Aggregationsgliedem 
im Rechnen behandelnd« die Recknungsausdrücke auf die möglich einfachste Form redu^ 
cirt, und 

4. endlich diese Schlus8*Ergebnisse nach den oben aufgestellten allgemeinen Regeln 
gehörig auslegt. 

$. 18. 

Von den Rechnungen mit algebraisch bezogenen Grössen heben wir, für das uns 
vorschwebende Ziel, hier nur die Maltiplication und Pcfcnfiafion liervor. 

L In der Multiplication sind der angegebene MiäUpUcanU und das zu suchende Pro- 
duct Grössen von was immer für einer, aber beide von einerlei Art; ihre algebraischen 

« 

Beziehungen können jegliche, der Wesenheit dieser Art von Grössen anpassende Bezieliun- 
gen der nämlichen Gattung» daher nur entweder einerlei — einstimmig — oder verschie- 
den — entgegengesetzt — sein. 

Der Muliiplicalor dagegen kann gemäss dem ihm aufgetragenen Geschäfte» gleiche 
Theile und Wiederholungen zu zählen^i lediglich eine Zahl — oder wenn man die unschick- 
liche und überflüssige Benennung »»benannte, concrete Zahl^' für .^gemessene Grösse^^ nicht 
fahren lassen will, ausschliesslich eine »»unbenannte, abstracte Zahl** ^) — jeglicher Form» d. Iv 
eine ganze oder gebrochene» rationale oder irrationale Zahl sein. Nach dieser» seine Grösse 
oder seinen Werth bestimmenden, Form gibt er an» wie mittels wiederholten Setzens und 
Zusammenfassens der Grösse des ganzen oder gleichgetheilten Mulfiplicaods die Grösse des 
Products erzeugt werden solle. Ist der Multiplicutor beziehungslos (absolut), oder eigentlicl^ 

*) Dass er dtmm schon eine unbeuefaliche fabsolute, irrelatire) Zahl sein müsse, alsu nie eine algebraisch 
boziahÜclie sein dflife, ist eint ttbereiltfl, inige Felgerang mancher Schriftsteller. 
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wird die ihm anhaftende Beziehung nicht beachtet, so IXsst diese seine Unb^zogcnheit 
(Absolutheit) erkennen, dass das Product gerade so, wie der Multiplicand« zu aggregiren 
oder algebraisch zu beziehen sei. Wenn er demnach algebraisch beziehlich auftritt, so muss 
seine Beziehung, falls sie posuiv, so wie ursprünglich ist, andeuten« dass dem Producte 
dieselbe (einstimmige) Beziehung wie dem MuhipUcand ; dagegen« ftills sie negaliv, anders 
als ursprünglich ist« dass dem Producte die der Beziehung des Multiplicands enigegengesezie 
Beziehung beizulegen sei; oder kurz: Die Beziehung des Productes ist jener des Mulüplicands 
gleich oder entgegengeseitt , je nachdem die des MaltipUcators positiv oder negativ ist. — Man 
übergeht demnach von der gegebenen Beziehung des Multiplicands auf die zu suchende 
mit ihr gleichgeartete des Productes eben so, wie man von der Beziehungslosigkeit (Abso* 
iutheit» Irrelativität) oder Yon der Grnndbeziehlichkeit auf die vorliegende Bezogenheit 
(Relativität) des Multiplicators übergeht; oder kurz« wie man von der positiven Beziehung 
zu der des Multiplicators gelangt. 

Höchst wichtig ist hierbei die — meines Wissens bisher noch von niemand ausge« 
sprochene — warnende Bemerkung, dass die algebraische Beziehung des Multiplicators als 
solchen, so wie sein Geschäft, jederzeit von der Beziehung des Multiplicands in der Art 
und Wesenheit verschieden ist; obwohl in mancher vorschwebenden Rechnungsfrage die 
Grösse« welche der Multiplicator, insofern er eine Zahl ist, in Bezug auf eine Messeinheit 
dieser Gattung von Grössen repräsentirt, immerhin auch von derselben Gattung und Bezie- 
hungsweise wie der Multiplicand sein kann« Denn der Gegensatz« die Positivilät und Nega* 
tivität der Beziehungen des Multiplicators besteht bloss entweder im Beibehalten, Belassen, 
oder im Abändern« Entgegensetzen der Beziehung des Multiplicands, wenn man von ihr 
auf jene des Productes übergeht; in der Einerleiheit oder Verschiedenheit« Einstimmigkeit 
oder Entgegengesetztheit der Beziehungen des Multiplicands und Productes. Wo aber ver* 
schiedene Arten von Beziehungen zu vergleichen kommen« wie hier die Beziehungen des 
Multiplicands und Multiplicators« da sind weder die positiven, noch die negativen verschie* 
denartigen Beziehungen unter sich einerlei« gleich oder einstimmig« sondern sie können 
nur gleichnamig sein ; folglich sind auch nicht die positive Beziehung einer Art und die 
negative einer anderen Art ungleich , entgegengesezt, sondern nur ungleichnamig. 

Man kann also mit keinerlei Recht Fragen der Art aufwerfen: ««Was würde das 
wohl heissen, 4 Längenfuss nach einer gewissen Richtung mit einer nach derselben Rich- 
tung gelegenen 2 zu multipliciren ? '' wenn man die Multiplication von -j- 4 Fuss mit -{- 2 
besprechen will; denn diese heisst ja: 4 positiv (z. B. südwärts) gerichtete Fuss 2 mal posi- 
tiv« d. h. nach dieser ihrer Richtung, nehmen. 

Die Beziehung des Productes zweier Factoren^ einer Grösse — des Multiplicands — 
mit einer Zahl — dem Multiplicator — ist demnach in ihrer Art positiv oder negativ« je 
nachdem die Beziehungen beider Factoren unter sich gleichnamig oder ungleichna- 
mig sind. 

Sind endlich mehr als zwei algebraisch beziehliche Factoren mit einander zu mul* 
tipliciren/« so erschliesst man aus dem Bisherigen leicht den Satz: 

3 
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Du BezUhang des ProducUs beliebig vider Faderen ist posiÜY oder neg^ativ, je nach- 
dem die Anzahl der negativ bezieblichen Factoren gerad oder ungerad ist. 

$. i9. 

Da jede Potenz einer Zahl *- genannt Dignand« Grundfactor« aro besten PclenCiand 
— nach einem absoluten oder pos'tiven ganztahligen Ea;ponenten dem Producte aus 1 und 
so vielen mit dem Poteniiand identischen Muitiplicatoren gleich kommt, als der Exponent 
zählt; so. ergeben sich aus voranstehenden Sätzen leicht die folgenden Grundlehrsätze über 
die Beziehungen der Potenzen: 

1* Die Beziehun;^ jeder Potenz eines positiv beziehUchen Potentiands ist pcsiliv^ 

2* Die Beziehung einer Potenz eines negaiiv beziehUchen Pdentiands ist bald positiv 
bald negativ^ je nachdem der Exponent gerad oder ungerad ist« 

Anmerkung^ Für die nun aufzustellende Grundlehre der sogenannten imaginären 
Grössen wird diese gedrängte Darstellung des Gegensatzes algebraischer Grössenbeziebun- 
gen genügen; die ausführliche Entwicklung und Begründung der Lehre von diesem Gegen« 
satze aber hoffe ich in einer beaondem Schrift später darlegen zu können. 

Zweites Haaptstück. 

Grundlinien der Lehre von den imaginären Grössen, oder vielmehr von der Abwei- 
chung algebraischer Beziehungen der Grössen. 



S. 20. 

Die in den Lehrbüehom der Algebra übliche Einführung der imaginären Grössen. 

Bei der Frage, wie die Vorzeichen der Wurzel aus den Vorzeichen der Radicande 
in allen möglichen Fällen zu bestimmnn seien, finde man bekanntlich zufolge der zuletzt 
aufgestellten Sätze und der Erklärung der Wurzeln, dass die Beziehung der Wurzel bei 
uogeraden Wurzelexponenten mit jener des Rad cands übereinstimme, bei geradem Wur« 
zelexponenten aber und bei positiv beziehlichem Radicand eben so wohl positiv als negativ 
sein könne* Endlich jedoch wird man genötbigt, folgenden Satz aufzustellen: 

Eine Wurzel geraden Ranges aus einer negativen Zahl kann weder positiv 
noch negativ sein; daher ist sie unmöglich. 

Der umständliche Beweis dieses Satzes lässt sich auf folgende Form bringen. 

Die tragliche Wurzel muss^, der Erklärung der Wurzeln gemäss, nach ihrem gera* 
den Wurzelexponenten poienzirt ihren Radicand wieder geben. Allein jede Zahl » sie sei 
posijtiv oder negaUvi gibt nach einem geraden Exponenten potenzirt nur eine positive, nie- 
mals eine negative Potenz.^ MitJhia l^aon diese Wurzel weder positiv noch negativ sein, — « 



19 

»•Nun gibt es aber nur poaitiTe und negative Grössen" (CreUe), folglich txUtirt eine Wurzel 
geraden Ranges aus einer negativen Zahl nU» ist also immer unmöglich. (Lehrb. d. Algebra 
von Appellaaer, Bourdon, Creizenach, Grelle, Egen, Grüner t^ Knar , Kramp y J. H. 7. Müller» 
Salomcn, Stein» Thibaut u* a.) 

Oden ««Hier soll man eine negative Zahl als Product einer geraden Anzahl von 
gleichen Factoren darstellen und einen solchen Factor angeben ] folglich wird Unmöglichu 
verlangt, weil das Product einer geraden Anzahl gleicher Factoren allezeit positiv isi^ jeder 
Factor mag positiv oder negativ sein/' (fVunder) , und weil ein solcher Factor, so wie 
überhaupt jede Zahl, nur entweder positiv oder negativ sein kann. (Vergl. öitinger, Schulz 
vcn Strass^iicki » u. a.) 

Man nennt solche Wurzeln geraden Ranges aus negativen Zahlen imaginär (einge- 
bildet), aber immer besser unmöglich« ,,weil man sich eine Grösse, die weder positiv 
noch negativ ist, auch nicht einmal einbilden kann." (Egeu, vergl. auch Kramp). 

Andere Schriftsteller glauben mit sprachgebräuchlichem Benennen der anstössigen 
Reehnungsergebnisse den Schwierigkeiten zu entgehen. So z. B. sagt Rothei 

m 

„Versteht man unter \^a jede Zahl, die die Eigenschaft hat, dass sie zur mten Po- 
tenz erhoben a gibt, und nennt man jede Grösse » die entweder positi» oder negativ ist » eine 
mägUche*) Grösse; so hat, wenn m eine gerade ganze positive Zahl, und a eine positive 

Zahl ist, Y ^ allemal zween mögliche und zwar entgegengesetzte Werthe. Ist aber m eine 

gerade ganze positive Zahl, und a eine negative Zahl, so hat y^a gar keinen möglichen 
Werth. Man nennt daher gerade Wurzeln aus negativen Zahlen eingebildete oder unmögliche 
Grössen.'* (Ähnlich Caspari, Meyer und Choquet, Ohm, Ottinger , Teilkamp/,) 

Kritische Untersuchung dieses Beweises. 

Jeder Beweis dieses Satzes stellt sich« wenn seine Form kriti&cb erforscht wird, 
als eioea disjunctiven Schluas dar, dessen disjunctiver Obersatz l^ier eigentlich also lautet: 
AUe Grössen (und insbesondere alle Zahlen), die es gibt^ die denkbar oder möglich 
fiind» könßun nur entweder positiv ader negaiiv sein^ 
Oder: Jede denkbare Grösse oder Zahl ist nur entweder positiv oder ne^^ativ. 

Bei der Pröfiing eines disjunctiven Schlusses aber ist vor Allem sein disjunctiver 
Obersalz zu prüfen» ob in ihm die Aufzählung der Eintheilungsgüeder des Eintheilung^ 
ga9zen vollständig ist , also ob kein EintheilungsgUed mangelt (v. Lichtenfels Logik). Allein 

*) Warum nicht eine süsse, rpcisse y gute^ oder was man sonst will? Braucht man nichts mehr su thun, ab 
ihnen einen Beinamen su geben , ohne die Angemessenheit desselben nachweisen zu müssen : so sind diese 
ja eben so gut, wie jener aasgesprochene. WiU man aber damit eigentlicb sagen dass es nur posHiT« und 
«egatiTt Zahlen itiid kok» andaren g«be $ so ist es wissensohaftliahft Pfliofat, dkies gerade und TflmXodlich 
aiisftusprechen. 

3* 
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wer hat bisher diese Vollzähligkeit der Eintheilungsglieder des Begriffes „Grösse** ia seine 
zwei Glieder „positive und negative Grösse" geprüft? 

So viel ich weiss, isi dieses nietnanden vor mir eingefallen. Der Lehrer und Schrift* 
steller fand diesen Satz bisher dergestalt an und für sich einleuchtend und ausgennacht, 
dass er meistens des ausdrücklichen Aussprechens desselben sich überheben zu dürfen 
wähnte; der Schüler und Leser fand in dem Satze, wenn er ja einmal ihn sich ausfuhrhch 
vordachte, gleichfalls einen so klaren und verständlichen Grundsatz, dass er ohne alles 
Bedenken über ihn hinwegschritt. Und dennoch ist, trotz solcher allgemeiner und aus- 
nahmsloser Zuversicht, mit der man in der Algebra diesen Satz als Axiom gelten liess und 
lässt, die Eintheilang aller Grössen in positive und negative unvollsiändig und somit dieser ver» 
memiliche Grundsatz der Algebra falsch. 
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Beweis dieser anscheinend dreisten Behauptung. 

Um die Unrichtigkeit eines für allgemein giltig ausgegebenen Satzes zu beweisen« 
genügt es, in einzelnen Fällen seine Unstatthafiigkeit oder seine Ausnahme zu zeigen; um 
eipe allgemein behauptete Unmöglichkeit zu widerlegen , reicht es sclion hin , auch bloss 
für etliche besondere Beispiele die Möglichkeit darzulegen; und um die Unvollständi<^keit 
einer allgemeinen Eintheilung nachzuweisen, braucht man nur zu zeigen, dass in manchen 
Fällen f?»^Är Eintheilungsglieder vorhanden sind, als aufgezählt worden waren« Um also die 
bisher unerhörte und darum bestürzende Bekämpfung eines, seit mehr denn drei Jahr« 
Hunderten von den Algebraisten unerforscht dahin genommenen Irrthums siegreich durch« 
zuführen, wird es genügen, seine Unhaltbarkeit zuvörderst bloss an einigen gemeinverständ- 
lichen schlagenden Beispielen vor Augen zu legen. 

1. Beispiel. Ist die algebraisch zu betrachtende Grösse Geld eines gewissen Jemands, 
so nennen wir es nach Umständen im gewöhnlichen Leben theils Vermögen, theils Schuld, 
und in der algebraischen Rechnung theils positives theils negatives Geld dieses Jemands. 
Folgt nun daraus schon: „Alles Geld, das es gibt, das denkbar oder möglich ist, muss 
entweder positives oder negatives Geld, Vermögen oder Schuld dieses besondern Jemands 
sein?^ oder: ,,Ein Geld, das angeblich weder positiv noch negativ ist, also weder zum 
Vermögen noch zur Schuld dieses Jemands gehört, ist undenkbar oder unmöglich?" Gibt 
es nicht auch noch Geld, das diesen Jemand gar nichts angeht? von dessen Existenz 
weder er noch irgend einer etwas weiss, z. B. vergrabenes? Und kann nicht selbst das 
Geld , das ihn angeht, doch immer noch ein solches sein , dass man es wedef* zu seinem 
Vermögen noch zu seiner Schuld rechnen kann? z. B. das Geld, von dem er schlafend 
oder wachend träumt, oder das er in einer Erbschaft zu gewinnen hofift, oder das er zu 
verlieren (urchtel, oder welches einem seiner nalien von ihm zu .!beerbenden Blutsver- 
wandten zuwächst oder verloren geht; u. m. dgl. 
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Z, BeispieL Wenn jemand den süssen und saueren Geschmack der Dinge als positiT 
und negativ unterscheiden wollte, und er nun Anderen, die da behaupten, dass sie etwas, 
„Kren*' und ,, Galle'' genannt, gekostet und weder positiv noch negativ schmeckend be- 
funden haben , also vorargumenliren wollte : 

„Alles, was existirt, hat entweder einen positiven oder negativen Geschmack, d. h. 
schmeckt entweder süss oder sauer ;'^ 

„nun soll der Kren und .die Galle, die man gekostet zu haben vorgibt, weder 
positiv noch negativ d. i. weder süss noch sauer schmecken;" 

„folglich sind der Kren und die Galle unmögliche, nur fabelhafte oder eingebil- 
dete Dinge": 

so würde ihm doch gewiss jedermann einwenden, dass nicht alles Existirende bloss 
entweder süss oder sauer, oder wie er's zu nennen beliebt, nur positiv oder negativ 
schmeckt, und dass der Kren schar/ oder beissend, die Galle aber büier schmecke, wenn 
auch jedes von beiden nach seiner Ansicht weder positiv noch negativ sehmeckL 

3. BeispieL Allgemein erklärt man die auf einer Strasse nach entgegengesetzten 
Richtungen, hin und her, zurückgelegten Wege ßir positiv und negativ. Und doch wird 
es niemanden einfallen, die Existenz einer Stadt oder eines Dorfes durch eine Argumenta«- 
tion, wie die folgende, zu läugnen. 

f,Man redet mir da von einem Orte O im Lande iL; 

nun bin ich aber doch schon so oft auf der durch dieses Land ziehenden Heer- 
strasse von A nach B — oder auf allen Strassen dieses Landes — hin und her, positiv, 
und negativ, gefahren, ohne je einen Ort O getroffen zu haben; 

mithin gibt es in diesem Lande nirgends einen Ort O, oder das, was man da von 
einem Orte O spricht, ist bloss Fabel oder Einbildung« *' 

Denn ohne viel Nachdenken müsste ihm ja sogleich beifallen, dass dieser Ort wohl 
auch abseits von jeder Landstrasse liegen könne. 

4. BeispieL Dessgleichen , wenn ein ausgesandter Kundschafter berichten wollte: 
„Auf meinem Streifzuge im Gebirge, hin und her, positiv und negativ, stiess ich 

nirgend auf einen Feind oder auf eine Räuberbande, die man gesehen zu haben vorgibt; 
also haben wir keinen Feind, keinen Räuber zu fürchten, und die eingelaufene Nachricht 
von der Existenz solcher ist völlig grundlos oder nur ersonnen:" 

so -dürfte wohl jeder nur etwas bedachtsame Zuhörer fragen: „Könnte dessenun- 
geachtet der Feind oder die Raubborde sich nicht noch ausserhalb des durchstreiften Ge- 
bietes, in einem seitwärtigen oder unterirdischen Versteck^ verborgen halten? 
• • 

S. »3. 

Abschluss dieses Beweises. 

Ausi^diesen Beispielen möchte sich nun wohl ohne Mühe klar einsehen lassen , dass 
und wienach die Eintheilung sämmtlicher Grössen in positive und negative nnvoUstäadig 
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Qfid der gebrauchte disjuncrive OhersaU: ,,AlIe Grössen, die es gihtt sind nur entweder 
positiv oder negativ /< ako auch die auf ihn basirte Lehre von den imaginären Wurzeln 
irrig ist. 

Zergliedern wir nämlich diesen Satz, so sagt er eigentlich: »»Alle Grössen > die es 
gibt, können nur entweder in einer gewissen ursprünglich gedachten und darum positiv 
genannten Beziehung, oder aber in der ihr entgegengesetzten» und sonach negativ genann* 
ten Beziehung vorkommen;" oder noch klarer: »»Zu jeder Beziehung, in der man Grössen 
auffasst — der positiven — kann es nur noch eine enlffßgengesetzte — die negative 
•^ geben. 

Allein, so wie zu mancher uranfänglich gedachten positiven Beziehung (Eigenschail« 
Bedingung) gar keine entgegengesetzte (negative) denkbar ist (§ 16, 3.); eben so gibt es 
dagegen wieder manche Be^^iehung, welcher nicht bloss eine entgegengesetzt ist, sondern 
der auch noch nuhre andere entgegen- oder besser gesagt nebenan j zur Seite stehen j ge* 
stellt oder gehalten werden« Der gemeine Sprachgebrauch schon nennt die eigentlich und 
im Strengsien Sinne der Grundbeziehung entgegengesetzte hervorhebend und versch^irfend, 
die ,,ganz« gerade« geradezu (direkt), stracks, schnurstracks, diametral entgegengesetzte,'* 
die übrigen aber »»ihr nur zum Theil, einiger oder gewisser Massen, in gewisser Rücksicht 
entgegengesetzte; von ihr — der Grundbeziehung — abweichende» oder mit ihr sich kreu^ 
zende'* Beziehungen; ja er unterscheidet sogar Grade, Stufen, Schattirungen (Nuancen) 
oder Masse solcher Abweichungen mittels eigenthümlicher Benennungen. 
Beispiele : 

1. So kann einem gewissen Plane^ Ferhaben» eines Menschen ein anderer geradezu 
entgegengesetzt sein, so dass dieser jenen völlig aufhebt oder vernichtet, und an die Stelle 
des Beabsichtigten das gerade Gegentheil setzt; allein mancher andere kann sich mit jenem 
ersteren auch nur durchkreuzen, bloss gewisser Massen von ihm abweichen oder verschie- 
den sein. 

2. Eine jtnsiehi oder Meinung eines Menschen kann der eines anderen schnurstracks 
entgegengesetzt sein; während die anderer Menschen von der seinigen nur mannigfaltig 
abweichen, oder diese Menschen mit ihm dissentiren. 

8. So ist der Freundschaft die Feindschaft» der hiebe der Hass» dem WehlwolUn 
die Verfolgung entgegengesetzt; allein Abweichungen und Stufen der ZwischengefÜhle sind: 
das nicht Zusammensehen, die Lauheit, die Kälte, das abgemessene Betragen, das Ge- 
apanntsein, das Obers^Kreuz-Schaaen , die Herbheit, n* a« 

4. Dem Süssen steht das Sauere entgegen; allein das Bittere und Milde» das Scharfe 
und Linde, das Herbe, Beissende, Zusammenziehende, Prickelnde u. m. dgL kann ab ihm 
zur Seite stehend betrachtet werden. 

b. Dem Bejahen ist das Femeinen» dem Bewilligen das Abschlagen ganz entgegen; 
allein beiden steht sur Seite oder zum Theil entgegen: das listige, feine, gewandt oder 
politisch ausweichende Antworten (eludcre, franz. eluder la queation), die Ausflucht, der 
Waakelzug» o. dgL 
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6. Das offene fkr etwa» sich Entscheidea, oder das Einwilligen, Einstiimnea hat 
nicht bloss dass ausdrückliche dawider sich Erklären, das dawider Stimmen gegen sich, 
sondern auch das schlaue Zu- oder Abwarten, das Aufschieben seiner Entscheidung auf 
eine gflnstigere Gelegenheit n. dgl., neben sich oder zur Seite. 

7. Gans vorzuglich gehören hieher die mannigfachen rHumlichmi BszüAungen des 
Ortes» der Lage und Richtung. 

a. So gibt es allbekanndich zu einem Längs, Enilang, das man in das f^om und 
in das ihm entgegengesetzte Hinten unterscheidet ^ noch sehr mannigfaltige davon abwei- 
chende Seälings, SeilwdrU (Lateral), Abseiten, Zur* oder Auf-der^-Seiie, und hierunter 
wieder das mancherlei Schräg, Schief mit dem bestimmten, von zwei entgegengesetzten 
Richtungen gleichviel ablenkenden, Qaer Zwerch-^ die in so vielerlei Neben- 1 Vor-, Rei*, 
Zeit- und Hauptwörter, welche Lagen, Stellungen oder Rewegungen bezeichnen oder 
näher beschreiben, eingewebt sind. 

b» So unterscheiden wir bei der Lage und Rewegung der Dinge ausser uns nicht 
bloss ein vor und hinier ans, sondern auch ein rechts und links von uns, ein tber und 
wUer uns, nebst noch maunigfachen Zwischenlagen und Zwäschensteliungen , wie vom 
rechts, hinten links, u. ähnl. Ein Mensch, der vor sich hin schaut, kann sich nicht bloss 
ganz umkehren — Rechts- oder Linksumkehrt machen — sondern auch nach der einen 
oder anderen Seite hin, rechts oder links, in verschiedenem iMasse sich wenden oder dre- 
hen, insbesondere eine halbe Umkehrung, eine Rechts- oder Links-Wendnng — ein Halb- 
rechts oder Halblinks machen. 

c. Der Wind kann einen Menschen nicht nur von vorn, ins Angesicht, und ent- 
gegengesetzt von hinten her, im Rücken anwehen, sondern auch mannigraltig von der 
einen oder anderen, der rechten oder linken Seite und da wieder zum Theil von vorn, 
zum Theil von hinten her. Dessgleichen triffk: er BSume, Häuser, Ortschaften u. dgl. an 
verschiedenen Seiten derselben. 

rf. Dem Beschauer einer Landschaft liegen Ortschaften, Gebäude, Wälder u. A. nicht 
bloss vom, vor seinen Augen, und hinter ihm, im Rücken, sondern auch rechts und links 
und rings herum nach vielerlei Gegenden hm. Der Beobachter des unbewölkten Himmels 
sieht nicht nur, wenn er ungezwungen geradaus vor shch hin schaut, Sterne, sondern auch 
wenn er sich umkehrt, hinter sich, dann noch, wenn er sich angemessen wendet, zur 
Rechten und Linken, so wie über sich, und in den unendlich vielen Zwischenrichtungen. 

e^ In eine durch ein Land hinziehende Heerstrasse lenken nach mannigfaltigen Rich- 
tungen Seitenstrassen ein, oder diese von jener ab. Äusserst vielfSItig sind die gegenseitigen 
Ablenkungen der Richtungen, unter denen Räche in Flüsse, Flüsse in Ströme, Ströme in 
Seen oder Heere einfiiessen, ^ 

/. In der Erdkunde, SchiffTahrt u. dgl. unterschieden wir hauptsächlich vier so- 
genannte Welt' oder Himmelsgegenden, von denen Süd und Nord einander entgegen liegen, 
und ihnen quer zur Seite Ost und West, auch wieder einander gegenüber sich befinden; 
üh^rdiess noch vielerlei Zwizchengegenden, wie Süd-Ost, Süd-Süd-Ost, Ost-Süd-Ost u. s. w. 
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g. Verbildlicht sehen wir die vielerlei Riehlungeti aus einerlei Standpunkte an den 
Speichen eines Wagenrades oder an den Armen eines Wasserrades« an den von der 
Mitte auswärts schauenden Zähnen der Uhr-« Mühl- und sonstigen Maschinenräder. Alle mög- 
liehen solchen Richtungen in steter unmittelbarer Aufeinanderfolge yergegenwärtigen und 
yeranschaulichen uns die mancherlei Umdrehungen oder Umläufe von vielerhand Gegenstän- 
den, als: die ununterbrochenen Umläufe der Uhr- und anderer Zeiger » der verschiedentli- 
chen Bäder und ihrer Speichen« Flügel oder Zähne; der scheinbare Umschwung des gestirn- 
ten Himmels u« dgl.« absonderlich, wenn wir eine bestimmte Richtung einer gewissen sich 
mit umdrehenden starren geraden Linie , als eines Zeigers, eines Radzahnes oder einer Rad* 
Speiche, stets im Auge behalten« 

Durch alle diese (fast sämmtlich « mit Umgehung der wissenschaftlichen Geometrie, 
deren Kenntniss hier zunächst« wo uns die Algebra beschäftigen soll, nicht vorausgesetzt 
wird, aus dem gewöhnlichen Leben genommenen) Beispiele haben wir klar gemacht und 
ausser Zweifel gestellt, dass und wienach es bei manchen Dingen vielerlei Systeme zusam- 
mengehöriger Beziehungen derselben gebe« von denen einige einander geradezu oder ganz* 
andere aber bloss zum Theii« einiger Massen« entgegengesetzt sind oder einander widerstrei- 
ten, daher mannigfaltig von einander abweichen. 



8. 544. 

Benennungen derartiger Beziehungen, 

Zur klaren Unterscheidung solcher unter sich verbundener Beziehungen benützt*n 
wir folgende« theils von den verschiedentllchen üblichen Redeweisen« theils von den man- 
cherlei im Raum denkbaren Richtungen hergenommenen« bildlichen Benennungen derselben . 

1. Die der Anlage einer mathematischen Forschung offen oder versteckt zu Grund 
gelegte Beziehung nennen wir« wie bereits in S. 11 angeführt und auch sonst üblich« die 
Grund- oder Fundamentalbeziehnng , die positive (vorausgesetzte oder unterstellte)« die affir" 
mative, bejahende, Beziehung. Z. B. Vorwärts, Süd« 

2* Die ihr entgegengesetzte, oder kräftiger bezeichnet die ihr geradezu, oder 
stracks entgegengesetzte nennen wir in der schon früher (§. 1 1) angeführten Weise die nega-^ 
live (verneinende) Beziehung. Z. B. zum Vorwärts das Rückwärts ; zu Süden der Norden. 

3. Solche zwei einander entgegengesetzte oder widerstreitende Beziehungen« die 
wir bereits (im t. Hptst.) hinreichend erforscht haben, nennen wir« in Rücksicht auf andere 
ausser ihnen noch bestehende Beziehungen derselben Art« insofern sie sich bestimmt« ohne 
Rückhalt« bejahend oder verneinend aussprechen« declareUive (offen sich aussprechende)« 
decisive (entscheidende, entschiedene), oder auch bildlich direete, direclive (gerades Weges fiih* 
rende); diese anderen dagegen überhaupt digressive (ausweichende« gleichsam rückhältig 
antwortende)« oder abweichende (decUnative) « ablenkende (deversive), abbeugende (deflexive) 
Beziehungen. Auch solche abweichende Beziehungen können paarweise einander estge- 



gesetzt sein. Z. B. Rechts^^orwMits und Links^rfickwärts » Sü<l^Süd*We8t und Nord- 
Nord-Cst. 

4» Von den answeicbenden Beziehungen thpn sich besonders ein Paar einander 
^ntge^ngesetzte hervor, die von jeder der beiden decisiven , von der positiven und nega« 
tiveni gleichviel abweichen; wir werden sie elusive (verdrehende) (vergl. %, 38, h.)^ oder 
iransfersive (transverse^ quere» zwerche) nennen. Z, B. Bei Vor- und Rückwärts das Rechts 
und Links , mit Süd und Nord der West und Ost. 

b. Ein Paar entgegengesetzte directe und ein Paar ihnen Eugehörige transversivt; 
Bezehungen machen zusammen zwei Paar sich kreuzender oder gekreaxter Beziehungen aus. 
Z. B. das Vorwärts und Rückwärts mit dem Rechts und Links« der Süd und Nord mit 
den West und Ost.- 

6. Für umfassende Allgemeinheit der Begriffe muss man jedoch das Abweichen 
oder Ablenken, d. h. das Verschiedensein jeder Beziehung von der festgestellten Grund- 
beeiehung als den höheren Begriffe als Galtung« folglich das Cntgegengeäetztsein , den Ge- 
gensatz oder die Negativität, so wie auch die Kreuzung« als nieder e^ miiergeordnete Begriffe» 
ak Arien ansehen ; so dass überhaupt jede Beziehung — sogar die entgegengesetzte — von 
der Grundbeziehung ablenkt, abweicht« d. h. unterschieden ist 



DcLS Abweichen der Aggregaiionsbeziehungen von Grössen itisbes&ndere belrachiet. 

Nachdem wir nun durch verschiedentliche Beispiele die Möglichkeit und den be- 
stimmten BegriiT von noch anderen als entgegengesetzten Beziehungen nachgewiesen ; oder 
mchdem wir dargethan haben, dass und in wiefern zwischen den Beziehungen mancher Dinge 
nicht hl&ss GegensaCz, sondern auch Abweichung oder Ablenkung überhaupt bestehen könne; 
uad nachdem wir uns das Bereden dieser neuen Eigenschaft durch Einführung passlicher 
Benennungen erleichtert haben : kehren wir zu unserer Grundanforderung an solche Be* 
Ziehungen zurück, bei denen die in ihnen vorkommenden Dinge Grössen sind, welche iii 
Rechnung oder mathematische Untersuchung genommen werden sollen. 

Nach dieser Grundforderung ($. 9) sollen die beiden declarativen oder directen 
Bezidinngen von Grössen so beschaffen sein, dass diese Grössen« so oft oder so lange die 
eine Beziehung besieht , zu addiren « dagegen so oft oder so bald die andere Statt findet, 
eAzuzishen seien« oder dass die Grössen, die in ganz entgegengesetzten Beziehungen auf- 
treten, entgegengesetzt zu aggregiren seien. Demnach müssen Grössen« deren Beziehun- 
gen einander nicht ganz, sondern nur zum Theil entgegengesetzt sind, also Jbloss von ein- 
ander abweichen, auch nicht ganz« sondern nur zum Theil entgegengesetzt« folglich abwei^ 
ehrnä aggregiri werden ; so dass ihre Aggregation nicht entgegengesetzt sondern abweichend 
voiiio^en, nur m einer gewissen — noch näher zu bestimmenden •— Weise abgeändert 
(moäijfcirt) wird. 

4 



thm Ijmn steh «ämlicb überibaftpt vof stcUc« , d» ^ «wiese .auF Me Jtesijinmng iind 
Zusammensetzung einer Grösse vereint, jedoch theiis günstige theils nachtheilig emwrkHkd^, 
«bo im veDallgemeiaerteMi Sinne iiggi>egative <Srös«eB, je nachdem aim in eimenlei pder ver- 
scbiodeiMir Weise «oitwirk^n , in eiaentei oder iwcschicidene Abtheihmge« fntkracbt, miMr 
denselbeti oder veiBchiedeacn ÜibDRschriAeo ^Rubriken) lernregistrirt ^evdfü • ^ «war, daos 
jeik AbibeihKig in zwtk UnlerabtJbeilmigAn, jed« Aubrik ia zwei Spalteti Morfittt^ von ievoea 
eine die in einem gewissen, die andere die im gerade oder etracks wtgeigeiiiieaetzleiR Sipoß 
einwärkenden «der J^okragenden Gröfls«n mi sich auf niiiMnt ; und dass das GciiKau^mtafgre* 
gat berechnet wi^rd , j^deas man idurek^äfigtg die in einerlei Spabe befiadUchen Gnikseo 
— Posten «- ^utaismea addirt und jedes Raar solcher uaier «derselben Bubnk mck^iNniieap 
den Partial- oder besser Particularsununen gegen einander abgleicht, nfimUeh so, d^ss, 
wenn sie ^leidb aiwi« sie aieh .gane anAifiiben, mit einander ff^egEalkB« dagegen ^venn sie 
in^gteinh sind» die lUeinere m der grösseren geliilgt wird^ und nur der ÜbeiTsehuss 4er 
grössenen in lihrer 3f)alte zuHüoUDlejbt; wionaoh also das Totaiaggreget so vielerlei Glieier 
Q/ler Posten enthalten wd, .als wie lüel morsohiedeiio Rubriken besetzt nnd nicht aufga- 
ben wx)r<den wanen. 
Beispiele : 

!• Bei ausstehenden oder anzulegenden Capitalien kann die Sicherheit ihrer' Unter- 
bringung oder Anlegung, in Rücksicht auf dds Eingehen der Zinsen, der Theil- oder Ge- 
sammtzahlungen ; bei zu zahlenden Conti's« Geldforderungen « oder bei Schulden kann die 
Rechtmässigkeit^ mit der ihre Zahlung einerseits gefordert^ andrerseits bestritten wird^ höchst 
mannigfaltig sein, und zur Übersicht des Standes der Gesammtgebahrung, nach dem Masse 
pider der AJbsmfung jener .Sicherheit «oder dieser Beehtmässii^keit» eine Sonderung und 
R^gistcinung der Gelder Startt £ndea. 

.2. Bei der Übernähme ein^r fnbschaft i>der eines Ankaufes können dia einzelnen 
Gegenstände, ak: Baargeid, JuwieLsArt Giebäude» Ländereien, «Grundstücke • u. s. £, in .Ba« 
zug auf däis Muht oder «den RepkAstitel^ mit dem der £rbe oder Käufer sie ansfirichjU oider 
im Gegeotheil Andere .sie von lihm ibrdeim, xüoksiebtlicb des Standes — der WaJbiT^hein- 
lichkeit des Gewinnes oder Vedustes •— der hierwegen .angeregien Processe u. dgt » ^on 
einander unterschieden» und aur Übersidbkt des GesammtnErbes .oder «KaMfea die £inlheh» 
hing und Tabellirnng der Parzellen vorgckoanunen werden. 

i. In einer Lebens»,, J^oer*«, Ha^- Okder sosnstigen SchadeooVeraieli^ungaaMia]^ 
in einem Witwen- oder Waisea-J^en^ionainstilule kann die vervsobiedene ff^akKscheinlichkfai 
des früheren ^der .späteren Eintriits einer au leistenden Zahtnng oder eines Heinafalls vAin^ 
solche Ihiter&ckeidnng und Bubricirung der Yersicherungsposteo begründen. 

4. Bei JK.atastral-Steuerbeme8sungeo begründet , die Verschiedenheit der Lage» der 
Bodengüte, und überhaupt der Enmgs/ühigkeit der Grundfttüche ihre Abtbfiilung und £in- 
triigung in Classen oder Sorten. 

5. Ein Schiff auf offener See, ein Wanderer in einer freien Ebene, kann nach Ter* 
schiedenen« zum Theil einander entgegengesetzten IVeltgegenden oder Richtwngtn sich bewe» 



^tl; bei d^ Benfes^ng" «md t^thn^ndtn Darstetlottg^ semes ganr^n Weges müssen ako die 
einzelnen Wegstrecken, gemäss der Vers^ehiedeirfiM ihrer Ricbtangen» gesondert md in 
RttbrilM eusanUMi^geftüIk imirdett. 

8.86. 

Dmelieh^i aUigesprcckenes AbweüAen vin Grifs^eHb0>$ühtmgin* 

Um die Vorstellungen von dem Abweichen der aggrega torischen Grössenbeziehun* 
gen ganz klar und die folgende Lehre von ihnen yollkommen verständlich zu machen, 
müssen wir das treffendste Bild solcher Beziehungen vor Augen legen» damit wir an dem- 
selben andere seltener in Anregung kommende derartige Beziehungen Yerstehen und ver- 
deutlichen können. 

Am treffendsten und deutlichsten spricht sich das Abweichen der Beziehungen von 
einander aus« oder man erhält das treueste Bild abweichender Beziehungen an den Rich- 
tungen mehrerer aof eUiem Blatt Papier, glatten Breie oder Tische» auf einer Glastafel*)» 
aus einem und demselben Punkte gezogenen geraden Striche oder Strahlen; oder an den 
Richtungen der Speichen (Arme) , oder Zähne eines ebenen (platten) Rades ; oder an den 
nach einander folgenden Stellungen oder Richtungen eines Zeigers» der über einem fest 
liegenden Uhrbtatte sich herumdreht , eines Striches auf einer liegenden Scheibe» die sich 
um eine stehende Welle dreht, einer Speiche eines umlaufenden Wagen- oder Mühlrades^ 
eines Menschen , der aufrecht stehend sich herumwendet oder schwenkt» u. m. dgL 
(Vergl. |. 23» 1. g.) 

Ein solches Bild möge uns jedesmal vorschweben» so oft wir das Abweichen von 
Beziehungen anderer Art uns deutlich machen» oder abweichende Beziehungen überhaupt 
erforschen wollen. 

So wie nun die nach einander folgend betrachteten Speichen eines Rades oder 
Stellungen eines sich umdrehenden Zeigers Von einer gewissen hervorgehobenen verschie- 
dentlich abweichen» und die späteren» der Ordnung nach» detl früheren geradezu entge- 
gengesetzt sind, bis sie endlich genau wieder auf die Vorher besehenen zurückkehren» und 
sonach eine fortwährend wiederkehrende Periode ausmachen: eben so hat man sich über« 
haüpt die der Grundbeziehung -|- nachfolgenden Beziehungen % 9, (S, • • . . J£, ^, ^ der- 
selben Art der Reihe nach abweichend und dann in die entgegengesetzten — » — %, — fß^ 
— ($,..•. — X , — ^f — 3f übergehend, danach aber wieder auf die früheren und ursprüng- 
lichen 4*) 9i,f&f %.... u. s. f. zurükkommend» also stets in der Periode 

+, «, J8, 6,.... X, ©, 3. -, - a, — «, — «,.... - af, — 8), - 3, + 

wiederkehrend sich vorzustellen. 

Andere als die angeführten — von der Rundschau» dem Umlaufe» der Umdrehung 
hergenommenen — Beispiele abweichender Beziehungen sind jeden Falls minder leicht verstand» 

*) gi'omctrisch feu^gedf ttcket : lü einer Ebene, 
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Kch« theils weil sie zu ab«tract» tbeils wril sie zu sehen anwendbar oder npoh zu wenig 
erforscht worden sind. Wir erwähnen hier nur folgende : 

1. Ein Rechtsstreit um ein Besitzthum kann durch mehrere ri(pbl^rliche Instanzen 
laufen, und man kann den jeweiligen Stand desselben nach Verkündung des von einem 
Gerichte gefüllten Urtheils als die zu erwägende Beziehung ansehen. Nun können anfangs 
alle solche Stände yom Gewinne des Processes mehr und mehr zum Verluste sich hinnei* 
gen und endlich sogar in diesen ganz übergehen; aber durch eine frische anderseitige 
Aufgreifung des Processes wieder dem Gewinne nach und nach sich zuwenden und allmä* 
lieh nähern, ja sogar endlich wieder auf ihn ganz zurückkehren. 

2. Bei . einer Wette, einem Spiele um Geld , bei Lebensversicherungen u. ähnl. 
können die Aussichten, Wahrscheinlichkeiten oder Hoffnungen auf Gewinn und Verlust als 
derlei veränderliche periodisch wiederkehrende Beziehungen angesehen werden* 

$. »7 

Bemerkufiff wegen des eingeschränkten Vorkcmnuns ablenkender Beziehungen. 

I 

. Es gibt freilich nicht zu jeder Beziehung, ja sogar nur zu sehr wenigen in den 
gewöhnlichen Rechnungen zur Betrachtung kommenden Beziehungen von Grössen, ausser 
der entgegengesetzten auch noch andere davon abweichende. Allein es lasst sich ja auch 
zu gar vielen Beziehungen nicht einmal eine entgegengesetzte auffinden, und nichfs desto 
weniger hält die Algebra in ihren allgemeinen Erforschungen der Grössen die Möglichkeit 
und die Existenz entgegengesetzter Beziehungen überhaupt aufrecht. Wenn demnach auch 
bloss diese wenigen bisher angefiihrten Arten von Beziehungen, oder wohl gar nur die als 
mustergiltig aufgestellten räumlichen für die einzig und allein denkbaren erachtet werden 
sollten, bei denen, ausser dem wechselseitigen Gegensatze auch noch eine Abweichung, 
Ablenkung oder Kreuzung Statt findet; so müsste doch immerhin die Möglichkeit . und das 
Bestehen abweichender Beziehungen für die allgemeinen Forschungen der Mathematik un- 
bedingt zugestanden und zu Grunde gelegt werden. 

Zudem gestattet die, sicher nie abzuläugnende und zu umgehende Art der räumli- 
chen Beziehungen« da sie in der so ausgedehnten Wissenschaft der Geometrie und in der 

mit ihr a.ufs engste verbundenen Mechanik äusserst vielfaltig auftritt, allein schon Stoff ge- 

* , • • • • 

nug zu solch reichlicher specieller Anwendung der allgemeinen Lehre vom Abweichen der 
Beziehungen^ ^.^^r^i ^'^ Aufnahme dieser Lehre auch durch ihren Nutzen gerechtfertigt 
erscheint. 

Endlich möchte wohl aus den bisher angeführten, dem gewöhnlichen Leben ent- 
nommenen, Beispielen einleuchten, dass die Mathematiker lediglich desswegen, weil sie 
noch nie dazu veranlasst waren, keineswegs schon alle möglichen Beziehungen und Um- 
stände der im bürgerlichen Leben und in den mancherlei Wissenschaften vorkommenden 
Grössen so vollkommen durchforscht haben, dass sich nicht noch, wenigstens auf dem 
Wege einer logisch geregelten und darum zulässigen Speculation, dergleichen abweichende 
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Beziehungen aufdecken ^ni. 4er Algebra zueignen lassen sollten ; wenn sie gleichwohl für 
die Praxis durchaus ungeeignet ; wären^ 

., ' $. 28. 

Nähere Er/orschung des Abweichen^ der Grössenbeziehungen, 

Das Abweichen oder Ablenken, das Unterschiedensein (Differiren) der Beziehungen 
einerlei Art Ton einander bietet folgende» die Bestimmung und Erforschung seiner Grösse 
begrüodende» Eigenschaften dar: 

1. So wie Ton einer Beziehung 31 eine andere S in einem gewissen Sinne abweicht, 
eben so weicht oft im selben Sinne auch noch von 9 eine dritte Beziehung (S ab. Dann 
sagt man: >,Die Abweichung der Beziehung (S von der §1 begreife (fasse, vereine) in sich 
die beiden vorigen Abweichungen > der S von 9(, und der (S von 9 ; die Abweichung der 
(S von 9( sei der Inbegriff, die Zusammensetzung oder die Summe der Abweichungen der Q 
von 9i, und der 6 von 9.'' Bei dieser Ansicht kommt daher den Abweichungen der Beziehun- 
gen von einander Grösse zu, oder diese Abweichungen sind Grössen einer eigenthümli- 
chen Art. 

Z. B. Wenn bei einem mit Speichen versehenen Rade von drei auf einander folgen- 
den Speichen ihre Richtungen 9i, ^, @ aufgefasst werden; so weicht in demselben Sinne, 
(z. E. nach rechts) wie von der Richtung SC die Q abweicht, auch von 9 die (S ab, und 
dann ist die Abweichung der (5 von $1 aus jenen zweien, der 8 von 51, und der 6 von 
8 zusammengesetzt. — Dasselbe gilt auch von den Richtungen der Zähne an R«idern, der 
Welt- oder Himmelsgegenden, der auf dem Papiere uus einerlei Punkt gezogenen geraden 
Striche , u. m. dgl. — Erfasst man bei einem sich stets in demselben Sinne , z. 1^. rechts 
herum« sich drehenden Gegenstande, als einem Menschen, einem Wagen- oder Mühlrade, 
einem Zeiger auf einem Uhrblntte, u. dgl. drei Stellungen % ^, Q, die er nach und nach 
einnimmt; so sieht man die Abweichung, Drehung, oder den Übergang aus der Stellung ^ 
in die (S als Verein der Abweichungen oder Drehungen aus der 81 in fß, und aus der 8 
in die (S an. 

2. Paare von Beziehungen derselben Art können ganz in der nämlichen Weise von 
einander abweichen; oder Abweichungen, Ablenkungen je zweier Beziehungen von einander 
können gleich sein,. So wie nämlich. von einer Beziehung Sl eine andere O abweicht, eben 
so kann von einQi; Beziehwng 6 eine andere S abweichen, folglich der Abweichung der 
8 von der 9 gleich sein die Abweichung der ^ von der (S. 

Beispiele sind: Gleiche Abweichungen der Richtungen der Speichen oder Zähne 
von Rädern, der Stellungen siph unfic|rehender Gegenstände, der Processstände , der Stände 
einer Wette, u, dgl. wie früher 

3. Zufolge dieser bei(i[ea Eigenschaften können Abweichungen oder Ablenkungen d^r 
Beziehungen von derselben Art der ^fchnung unterworfen u{evden. Man kann sie 



äj tnit eiflander vereinen, zu eihahder hinzufligen — äddif^n, ali*o hnch 

b) zwei vereinte wieder trennen, — subtraJureü , uiid 

c) sie paarweise vergleichen, die eine grösser oder kleiner als die andere finden. 

d) Daher lässt sich eine solche Ablenkffng vervielfachen — multipliciren — wenn 
man sich eine ganze Reihe von Beziehungen denkt, deren jede folgende von der ^vorher- 
gehenden in völlig gleicher Weise abweicht; Wiö dre ßrehtuHgän def ringsherum gleich ver- 
theilten Speichen oder Zi^hne eines Rades« die Stellungen eines stets gleichförmig (ii glei- 
chen Zeiten) umlaufenden Uhrzeigers« u. dgl. 

4. Ist in einer solchen Kette nach einander folgender gleichartiger und gleich- 
massig von einander ablenkender Beziehungen die Ausgangsbeziehung die (^rund- oder posi- 
tive Beziehung, 4*' i^ret* Art; und legt man ihr, um die folgenden mit den l^umroern 1, 

2, 3| 4 betheilen zu können» die Nummer (INuH) auf; so kann man jede in dieser 

Kette vorkommende Beziehung die so vielfach aufgestufte erste äblefikende Beziehung nennen, 
als welche Nummer sie trägt, oder als die wie vielte sie bei solcher Zählntl'g ist: nämlich 
wenn X die erste ablenkende Beziehung heisst, die i^ die zweifach, die 3^ die dreifach, 
die 4^' die vierfach aufgestufle Beziehung 1, u. s. t. 

Danach ist die Ablenkung def nfach aufgestuften BezieAuug 1 von der Grundshezie^ 
hung + das n fache der Ablenkung dieser Beziehmig X selbst von der Grundbeziehung +. 

5. Diesem gemäss thuss auch im Allgemeiixen einä Abweichung zweier gleichartiger 
Beziehungen als ein angewiesenes Vielfaches einer anderen dargestellt oder iü angewiesen 
viel gleiche Abweichungen abgetheilt — dividirt — werdert kÖfiil^n. Dann lässt sich auch 
jede Beziehung /i, in Absicht auf eine bestimmte Grundbeztebung, als eine beliebig- 
vielfach, z. B. nfach aufgestufte andere Beziehung X darstelleti, oder beliebig vielfach, 2fach, 
3fach, 4fach*... nfach abstufen^ so dass X die nfach abgestufte fiäziehung /i ist. 

6. Sofort köniieii auch die Verhältnisse Vöü Abtveichungeh gleichartiger Begehungen 
bestimmt, daher solche Abweichungen auch durch einäüdäf ausgimessen Utid die Grössen 
(das Wiegross) äolther Abweicbüngeii durch Zahlen dargestetlt wet*deii, 

7. Als natürlichö Einheil zur Messung von derlei Abwefchutigeti dient die dafch die 
Natur der Sache selbst festgestellte Abweichung jedef Bes^Iehting Von ihrer entgegengesetz- 
ten, nämlich der negativen Beziehung von der positiven; welche Abweichung oder Ablen- 
kung gewohhlidh dei* Gegensatz oder die Negatititäl def Bi^^iehungen getiänm V^ird, füglich 
aber auch die Ümtenkurig heissen kann« 

Ihr — dem einfachen Gegensatze -^ entspricht in üti^ereth ßilde von dem umlau- 
flSnden Uhrzeiger, öder der Speiche des sich umdrehenden ftädes um eine feste kte 
die Umkehrung, Umwendung, der halbe Umlauf, die halbe Umdrehung^; bei eitrem 
^ich herutnsr^hweükenden Menschen sein Bechtjs- oder LinksUnk. 

h. Danach fifhrt der doppelte Gegensatz , der Gegensatz des Gegetisätzes , die dop- 
pelte Negation oder die zweimalige Umlenkung einer Beziehung auf die Rückkehr zur ur- 
sprünglichen püsitiveik He^iehrtng, auf die tiingstmUniung der Beziehung, lind erttanert an 
die bekannte Regel der Logikern DupUa ne^atio af/ltmoL 
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Ol* «insjprifibt m iWs^r^H BiWterja xlpr gw^se }J^J?uf oder ^ijjacb^ryng^ .di? volle 

Umdrel^uug,. 

Ädr halbe Geginsatz glciipht der wpi^ eiiafreteM<iep j^q^jAi'väp), c<^r ^mierthßlh der 
yu:hrnab eyntr^^d^n (nqgidäveiij) Kreu^uug. 

la ui^erea 3Udern .«itsprijcht der ppsijtiye;! Kreuzi^jcig 4»© iiaUap ymk^hrgging oder 
U[wwß«idi:ix\g> pder di« V^n^ljmDdrehuog., der Viert^vm^auf; dpr ftjegatiyjen JS^r^uzung 
aber Dreiviertel • Umdre^imig oder ^Umla^f. 

9» Allgemein ^enaen wir Beuehringen verschiedener Art^n gleichablenkig oder gleich" 
werthig ^ wenn ihre Ablenkung von der Grvndbe/iehung ihrer Art gleicbgross, d. h^ .e^n 
Gleichvielfaches eines gleicbvielte*i Theiles des Gegensatzes ihrer Art (d. i. der Ablenkung 
ihrer negativen Beziehung von der positiven^ ist; z. B. wenn man in gleicher Weise, wie 
sie von ihren Grundbeziehungen abweichen, gleichoft nach einander abweichen muss, um 
auf die negative Beziehung Ihrer Art zu gdangen. 

Nachdem wir nun mit einer Umständlichkeit , die in der Neidieit und Wichtigkeit 
des Gegenstandes genügende Entschuldigung finden dürfte« die At)weichung der Grössen- 
bezieliungen erklärt und erforscht haben, wenden wir diese hehre auf di^ , uns als nähe- 
res Ziel vorschwebende, Bestimmung der abweichenden Beziehungen von Producten, Potenzen 
und ff^i-^eln -«w. 

S. 8». 

Beziehungen der Producte abweichend beziehl.icher Facloren. 

In einem Producte zweier Faetorea er^oheine die eu «whipticärende , «aUo entAveder 
ganz oder zum Theil mehrfach zu wiederholende Grösse ~ der Multipiicand — in einer 
gewissen Beziehung, die wir, um die Begriffe leichter festzuhalten, <p nennen wollen, und 
welche von der Grundbeziehung + ihrer Art im Allgemeinen beliebig abweichen soll. In- 
gleichen komme a.iA<;h 4ie 4s^S lA^^fipltim^P AQitQp49 7^\ rr- 4er ^iMf^licator — in einer 
überhaupt abweichenden Beziehung t/i vor. 

So wie man nun von der positiven 'Besfi^hung -{- auf die Seziefaung i^ des Multi- 
plicators übergehen muss; eben so iiat man von der Beziehung g) des Mufkiplicands noch 
werter vorzuschreiten, um zu der dem Producte 'beizulegenden Beziehung zu gelangen, die 
wir kurzweg mit qap oder qp.tfi beztiidhnen wollen. Die Beziehung des Productes lenkt oder 
weicht demnadh von der des Mukiplicands eben so ab. Wie die des MukipKcators von der 
GiHindbe^i ebung. 

Um diesen Vorgang bildlich darzustellen^ denken wir uns einen am ^ine feste 
l^xe umlfiufenden <aiegenatand [x. B. «men lUhnwiger, ein^ EUdspeiobe) -mm iseiner ur- 
(Sprün^tiqhen^tellung .oder Riöbtang -^m .eine andere |SO (z. J£* i;eohtshin) -siqh lAieheo 
od€ir aikkMafcen, wie man aus ider positiivea BeAiehMog auf jclie Bcifl^ifihaiig <f 4es MjMtip 
plicands übeq^hen ittuaB*;. iitid. ic&na <nooh «ts idiesear <ajDak)g mit .g) z|i tbezMohDOsden 
Stellung weiter sich so (rechtshin) drehen oder ablenken, wie man aus der Gmodbci» 
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Ziehung auf die Beziehung ip des Multiplicators übergehen muss'; so deutet diese letz* 
tere Stellung des umlaufenden Gegenstandes die Beziehung des Productes an und mag ■ 
analog mit cpxp bezeichnet werden. Markirt man etwa diese'; Ton d^m sich umdrehen, 
den Gegenstande nach einander eingenommenen drei Stellungen oder Richtnnge% 
-{-* qp, qixp, durch drei aus derllmdrehungsaxe auslaufende gerade Striche (Strahlen) oder 
Speichen; sofixirenund verkörperltchen diese gewisser Massen die Grundbeziehung -|-, 
die Beziehung qp des Multiplicands und die Beziehung (pxfj des Productes. 

Sind insonderheit die Beziehungen qp und xp des Multiplicands und Multiplicators 
gleichwerthig (§. 28, 9.), so wird des Productes Beziehung qp^; sie weicht daher von der Bezie- 
hung qp des Multiplicands eben so ab, wie diese von der Gruhdbeziehung 4~9 ^^^ >s^ dem- 
nach die zweifach aufgestufte Beziehung qp jedes der beiden Factoren. 

Auf gleiche Weise muss, wenn ein in der Beziehung qp stehender Multiplicand mit 
mehreren in der gleichwerthigen Beziehung qp vorkommenden Multiplic£^toren nach einander 
zu multipliciren ist« die Beziehung des Productes^ welche für 3, 4, o,.. . . . Factoren durch 
qpqpqp, qpqpqpqp, .... bezeichnet werden soU^ die drei-, vier-, fünf- u. m.-fach aufgestufte Be- 
ziehung qp jedes Factors sein. 

So wie sich also der gedachte umlaufende Gegenstand aus seiner ursprünglichen) 
die Grundbeziehung -f- signalisirenden nullten Stellung in die erste nachfolgende, die' 
Beziehung qp des MultipUcands andeutende Stellung zu drehen hat; ebenso muss er 
sich wiederholt weiter drehen» damit die zweite Stellung desselben die Beziehung qpqp 
des Productes zweier, die dritte Stellung die Beziehung qpgqp des Productes dreier gleich- 
werthig beziehlicher Factoren u. s« f. andeuten könne. 

S. »0. 

1 

Beziehungen der Potenzen abweichend beziehlicher Zahlen. 

Da jede eigentliche, d. h. nach einem absoluten ganzen, die 1 übersteigenden Ex- 
ponenten auszuführende, also mindestens zweitgradige Potenz .das Product so vieler mit 
dem Potentiand identischer Factoren ist, als vom wie vielten Gr^adeoder Range diese Po- 
tenz ist; so muss, gemäss dem zuletzt Gefundenen, wenn qp die Beziehung des Potentiands 
oder des sich wiederholenden Factors istj, die Beziehung jeder Potenz djie so vielfach auf» 
gestufte Beziehung qp des Potentiands sein, als die wie vielte oder die wie vieltgradige diese 
Potenz isL , 

Bezeichnen wir nun , wenn die Potenz die 2**, 3^, 4*^, . . . . n** ist , ihre abwei<fhende 
Beziehung mit qp% qp', qp'«««..qp*; so kann durch diese Zeichen auch die 2% 3-, 4-, .... nfach 
aufgesiufte Beziehung qp und vermöge des Früheren ($. 29) auch die Beziehung eines Pro- 
«tnctes von 2, 3| 4, • • . . n Factoren angedeutet werden , welche durchweg in der Beziehung 
9 steiieii« 
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DU Ablenkung dir Beziehung der n^^ Patent etfie^ in einer jRezükang qf^tcrirnnmen- 
den Potentiands von der Grundbeziehung beträgt also das njache der Ablenkung dieser , Btzie^ 
hnng qp des Poteniiands von derselben Gründbekiehung. 

So wie demnach in unserem bekannien Bilde der umlaufende Gegenstand sich zu 
drehen hat» um die Ablenkung der Beziehung (p des Potentiands von der Grundbe- 
ziehung zo Tersinnlichen ; eben so muss er sich von seiner« die Grundbeziehung mar- 
kirenden« Ur- oder nullten Stellung aus »mal nach einander drehen^ dunit seine 
n** Stellung die Beziehung qp" der n^ Potenz markirei oder damit seine Gesammt- 
drehung die Ablenkung der Beziehung der n**" Potenz von der Grundbeziehung ver- 
sinnliche. 

' I ' 

Beziehungen der Wurzeln aus überhaupt abweichend beziehlichen Zahlen, 

1 Soll nun umgekehrt die Beziehung einer Wurzel -n** Grades a«8 einer in' der Be- 

ziehung Q betrachteten Zahl — dem Radicand — bestimmt werden, Qnd deutet man die z^ 

eachende Beziehung durch y^ oder ^ " an; so fordert nan, dem Begriffe einer n^ "Worzel 
gemäss, die Wurzel solle in einer solchen Beziehung ^ gedacht werden, dass, wenn maa 
die also belogene Wurzel ^- aUPotentiand genommen --- zur n^** Potenz erhebt^ die Be» 
aäebnng dieser Potenz» d. i. die nfach aufgeslufte Beziehung 9, mit der vorgelegten Be^ 

Ziehung q des Radicands einerlei sei* Setzt man nämlich V(>~9?> so soll g* ZZQ sein. 

Die zu beistimn^ende Beziehung g) oder \^q der nten Wurzel soll demnach «ifacb' 
a«/gestuft die angegebene Beziehung ^ des Badicande wieder herstellen; folglich ist sie, ver*- 
möge §. 28j 5«j die »fach abgestufte Beziehung q des Radicands. Oder die Ablenkung der 
Beziehung der n^*^ Wurzel aus einer in der Beziehung ^ auftretenden Zahl von der Orund- 
beziehung muss der n^ Theil der Ablenkung dieser Beziehung q des Radicands sein. Dem- 

gemäss kann man auch die n fach abgestufte Beziehung q durch \^q oder q* andeuten. 

lUm demnach aus der Beziehung q eines Radicands einer n^^ Wurzel die Beziehung 

q)' oder y^Q dieser Wurzel zu ermitteln; hat man sich dieselbe dermassen vorzustellen, dass, 
W^nn man von der Grund beziehung ihrer Art so^ wie man von ihr auf die Beziehung q zu 
übergehen bai| :n4nM nach emaader übergeht, man zur vergegebenen Beziehirng ^ des Ra* 
dicands gelangt 

Denkt man sich demnach« ein umlaiff ender Gegenstand habe aus seiner Ürstellung 
diejenige Drehung vollbracht« welche die Ablenkung der Beziehung q des Radicands 
^ von d^r Gfundbezi^hung versinnlicht, so dass seihe letzte Steifung diese Beziehung f^ 
des Radicands markh*t; und theih man jene Drehung in n gleiche DrehungsabtheilVin- 

. ■ 
g^nr^ö vei^innlit^t jede solche Theitd^hung die AM^nlting der Beiriehbng' y"^ der 

5 



s 
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f»^ Wurzel« und die Stellung des umlaufenden Gegenstandes am Ende der ersten 
Theildrehung signalisirt diese Beziehung Y^q der n^ Wurzel selbst. 

Beziehungen der Wurzeln aus negativ beziehliehen ZeMen insbesondere. 

Der Zfveck unserer Untersuchungen erheischt, dass wir den Fali besonders herTor* 
heben und erforschen, wo die Beziehung des Radicands der Grund - oder positiven Be» 

Ziehung entgegengesetzt, also negativ , folglich ^ = — ist. Wird hier, wie vorher (§. 31)» 

■ I ' ■ 

die zu suchende Beziehung qp der Wurzel mit V— oder ( — )■ bezeichnet, also y* — —9 

gesetzt; so muss f* = — oder auch, wenn man sieb der anderen Zeichen bedient, (y — )"ZI — 

1 B 

oder [( — )■]= — sein. 

Die Beziehung der n**" Wurzel aus einer negativ beziehlichen Zahl, bezeichnet 

durch V" — oder ( — )* muss daher dergestalt gewählt werden, dass man, wenn man in der» 
•elben Weise, in welcher man von der Grundbeziehung ihrer Art auf sie übergeht, in 
Allem fi mal nach einander vorschreitet , man zur negativen , nfimlich zu der der Grnndbe» 
Ziehung entgegengesetzten Beziehung gelangt, oder dass sie nfach aufgestitft die negaiä^e 
Beziehung werde, welche dem Radicande anhaftet. Sie ist demnach die nfach abgesiä/ü 
oder zum n**" Theile negative Beziehung. 

Die Ablenkung der Beziehung der n'*' Wurzel aus einer negativ beziehlichen Zahl 
von der Grundbeziehung beträgt daher den n^ Theil der Ablenkung der negativen Be- 
ziehung von der positiven, d. i. den n ^* Theil des Gegensalzes. 

Denkt man sich also, weil dem Gegensatze der Beziehung die Umkehrung oder 
die halbe Umdrehung eines um eine Axe umlaufenden Gegenstandes entspricht, 
die Umkehrung oder die halbe Umdrehung in n gleiche Drehungsabtheilungen zer- 

iheilt: so versinnlicht jeder solche n** Theil der Umkehrung oder der halben Um* 

■ 
drehung die Ablenkung der Beziehung y — der n^** Wurzel aus einem negativ 

beziehlichen Radicand, oder der nfach abgestuften negativen Beziehung von der 

Grundbeziehung; und die Stellung des umlaufenden Gegenstandes am Ende der ersten 

solchen Theildrehung markirt diese Beziehung y^ — der n^ Wurzel selbst. 

%. 33. 

Ber&cksichiigang des Geradseins der fFurzelexpenenten, und Nachweis der Realüäi der sensi 
JUr unmöglich erklärten Wurzeln geraden Ranges aus negativ beziehlichen ZahU^. 

Ist nun bei der Bestimmung einer Wurzel aus einer negativ beziehlicliea. Zahl 
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1. der fFurzelearpcneni uvgerad, so genügt es, die Beziehung der Wurzel negativ — 
»Iso noch immer direcl — zu nehmen; weil die negativ bezogene Wurzel, nach dem unge- 
raden Wurzelexponenten potenzirt, wieder eine mit dem Radicand nicht niu* in der Grösse, 
sondern auch in der negativen Beziehung übereinstimmende Potenz gibt. 

2. Ist dagegen der fJTurzelexponenl gerad; so genügt zwar keine direcie Beziehung 
mehr» weder die positive noch die negative (vergl. §. 20), aber doch immerhin eine ab* 
weichende Beziehung^ und namentlich die so vielfach abgestufte negative, als der Wur- 
zelexponent zählt. 

Allein die Algebra mu&s, wie wir in §. 23 und 27 dargethan haben, um ihren 
Grundcharakter — Aligemeinheit — zu bewahren , in ihren allgemeinen Erforschungen der 
Grössen, die Möglichkeit und das Vorhandensein von abweichenden Beziehungen als Regel 
oder Norm wirklich unbedingt anerkennen, und kann bloss in besonderen Forschungen, 
mithin als Ausnahme , den Nichtbestand abweichender Beziehungen zugestehen. Daher for- 
dert in allgemeinen Forschungen der Algebra die Bestimmung der Beziehung einer Wurzel 
geraden Ranges aus negativ beziehlichen Zahlen durchaus nichts Unmögliches; oder die 
Beziehung einer solchen Wurzel ist, als eine ab- oder ausweichende, weder unmcglich noch 
eingebildet (einbüdsam, imaginär), folglich eben sowohl wie jede der beiden directen Be* 
xiehungen, die positive und negative, möglich, wirklich (reell.) 

Desswegen ist auch die Unterscheidung der algebraischen Grössen und Zahlen, oder 
eigentlich ihrer Beziehungen, in mögliche und unmögliche, wirkliche und eingebildete, 
reelle und imaginäre unhaltbar und muss darum hinfort flir immer aufgegeben werden, 

». 34. 

Schluss dieser Betrachtungen. 

Und somit haben wir denn nicht nur die bisherige Theorie der imaginären Grössen, 
insbesondere der imaginären Wurzeln, schon von ihrer Grundlage aus, mit strengstens er- 
härtetem Rechte, umgestossen; sondern auch dafür die richtige Lehre von dem Abweichen 
der Beziehungen der Grössen überhaupt, und der Wurzeln geraden Ranges aus negativ be- 
uehlichen Zahlen insbesondere, aufgestellt: also nicht allein ein alles ^ unhaltbares Lehrge- 
bäude vom Grunde aus zusammengestürzt, sondern auch dafür ein neues, haltbares, auf 
festen Grundpfeilern aufgebaut; wie diess — wenn sonst möglich — von jeder auf Vervoll- 
kommnung der Wissenschaften abzielenden Umwälzung bestehender irriger Lebren geleistet 
werden soll. 

Schreiten wir nunmehr zur weiteren Auseinandersetzung und Anwendung dieser un- 
serer neuen Lehre, wo die Übereinstimmung unserer durchweg streng begründeten Ergeb* 
nisse, sowohl mit ähnlichen — sogar schon von der irrigen Lehre auf dem Wege glück* 
lieber Indagation gefundenen — Ergehnissen, als auch mit der Stetigkeit des Abweichen« 
der Beziehungen, jeden etwa noch übrigen Zweifel heben wird. 



Urlttes Kaaptstück. 

Weitere Auseinandersetzong der Lehre von den abweichenden Beziehungen 

der Wurzeln, 



A. Vieldeutigkeit der Beziehungen der Wurzeln. 

§. 35. 

Vorbereitende Bemerkung, 

FRr die Verfolgung unseres Hauptzweckes hattea wir ira Vorhergehenden die Be* 

« 

siehung der Wurzeln aus negativ beziehlichen Zahlen nur von Einer Seite betrachtet; 
gegenwärtig nehmen wir sie von allen Seilen in ausführliche Untersuchung* 

§. 36. 

Fergleiohung der Beziehungen der Wurzeln aus jugativ umd aus posäiv beziehlichen Zahlen. 
Sei qp die Beziehung der n '"" Wurzel aus einer negativ beziehlichen Zahl, näm- 

hch y* — ZZ % so muss qp" =: — sein. Erhebt man aber zwei in den gleichen Beziehungen 
<p* und — stehende Zahlen zur zweiten Potenz; so fallen die Beziehungen solcher zweiten 
Potenzen gleich, also beide positiv aus, nämh'ch es ist (qp')* zr (—)*:=+• 

Eine Zahl wird ferner nach mehreren Exponenten nach einander potenzirt, wenn 
man 91^ nach dem Producte der Exponenten potenzirt, und daher katta man auch in be- 
liebiger Ordnung der Exponenten potenziren. Folglich ist 

Nun folgert man 

1. aus qp^" zz + umgekehrt V^+ n qp also auch V"+ = V — , 

d. h. Die Beziehung der fVurzel n ••■ Grades aus einer negativ beziehlichen Zahl ist auch die 
Beziehung der Wurzel des doppelt höheren 2n**" Grades aus einer positiv beziehlichen ZahL 

2. Aus (qp^)' =: + dagegen folgt umgekehrt y^+ = qp* oder V^+ "=(1^ — )*, 

d. h. Die Beziehung der Wurzel n**" Grades aus einer negaUv beziehlichen Zahl zweifach 
auf gestuft ist auch die Beziehung der Wurzel desselben n'"* Grades au» einer positiv be- 
ziehlichen ZahL 

Die Beziehungen der Wurzeln aus positiv beziehlichen Zahlen ergeben sich dem" 
nach leicht aus den Beziehungen der Wurzeln negativ bezichlicher Zahlen; es genügt da- 
her, nur die letzteren zu bestimmen. 



Bei' einem tnnlaufehden Gegenstände weist seine Üi*itelTung auf die Grund- od^r 
positive Beziehtt^ «^ hia; na^ vollbrachter halber Uiodrebuhg weist seine Stellung 
auf die negative Beziehung — , und nach vollendeter ganzer Umdrehung weist stie 
wieder auf die positfve 4~- Mithin mnss seine Stellung nach zurückgelegtem nten 
Theile der halben oder 2fl*** Theile der ganzen Umdrehung auf die ^fach abgestufte 
negative oder auch auf die 2nfach abgestufte positive Beziehung^ «Iso auch auf 
die Beziehung der ■«••■ Wurzel aus einer negativ, oder auf die der 2 «•* Wurzel 
aus einer positiv beziehlichen Zahl weisen. Nach vollbrachter doppelter solcher 
Drehung, also dem n^ Theile der vollen Umdrehung« muss sie daher eben sowohl 
auf die zweifach aufgestufte Beziehung der n**" Wm^zel aus negativ beziehlichen 
Zahlen als auf die Beziehung derselben Wurzel aus positiv beziehlichen verweisen. 

Versteht man die Ablenkungen der Beziehungen jederzeit so, dass sie allesammt 

von der Grundbeziehung aus genommen werden; so beträgt die Ahlenkung der y^ — den 
M**" Theil des Gegensatzes oder der Umienkung« also auch gerade so den 2n'*" Theil 

der vollen Bingsumlenkung, wie die Ablenkung der Y '\~i °°^ ^^^ Ablenkung dieser zwei- 

fach aufgestuften Beziehung y* — , nämlich der [y — )• , beträgt« so wie jene der V^+, 
den 7t ^^ Theil der doppelten Umlenkung oder der Ringsumlenkung. 

Gleichheit aufgestufter Beziehungen von fVur^eln aus negativ beziehliehen Zahlen. 

Höchst merkwürdig sind nun die Folgen der so eben gefundenen Ergebnisse. 

Multiplicirt man eine beliebige, die A'* Potenz einer in der Beziehung V^ — = (p 
stehenden Zahl einmal mit der n*'° und ein anderes Mal mit der 2ri^° Potenz derselben 
Zahl, wobei also diese ä Potenzen die Beziehungen qp*', qj"=: — , igp*»rr -|- besitzen; so er- 
geben sich als Producte dort die X:-|-w**» und hier die k^2n^ Potenz derselben Zahl. 
Danach ist die Beziehung des ersteren Producles einerseits ^*+", andrerseits — qp* 

und die ,, letzteren ^ „ g)* ^\ „ + 9^"* ; 

mitliin ist die Beziehung (y;'+» = — g)* und g5*+^ir: g»**. 

Wird demnach die Beziehung der nten Wurzel aus einer negativ beziehlichen Zahl 

beliebig oft au/gestuft, so sind jede zwei um ! ^^ Stufen verschiedene Beziehungen einander 

l entgegengesetzt, 
[gleich. 

Lenkt nämlich eine veränderliche Beziehung von der Grundbeziebung aus» ao wif 

die Beziehung gCiy^— , erstlich *mal ab, so gelangt sie zur Beuehung f*. Lenkt sie so- 
dmn noch nmal, folglich weil (vennoge $. 36) gp'ZZ — ist, um den Gegensatz oder um 
die Umlenkung weiter ab; so kommt aic zu der der Beziebong ^ entgegengesetzte — q^. 
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Leokt sie dagegen noch 2nmai, folglich weil (vermdge §. 36) ^"zz-j- ist« um die doppelte 
Umlenk ung oder um die Ringsamienkung weiter ab; so kommt sie zur Beziehung <p^ selbst 
zurück. 

Hat ein umlaufender Gegenstand von seiner die Grundbeziehung markirenden Ur- 
Stellung aus den n*** Theil des halben Umlaufs A mal zurückgelegt; so markirt seine 
Stellung die Beziehung 9^, Macht er sodann noch nmal eine solche Theildrehung, 
also einen halben Umlauf weiter; so kommt er in die der vorigen entgegengesetzte 
Stellung« welche daher auch die entgegengesetzte Beziehung <)p^ markirt. Macht er aber 
noch 2 nmal eine solche Theildrehung, also einen ganzen Umlauf weiter; so kehrt er 
in seine vorige Stellung zurück, welche daher auch wieder die vorige Beziehung qi^ 
markirt. 

II. Vergrössert man nun sowohl in g)"ZZ — als in qp^"~ -f* ^^^ Aufstufungszahl 
fortwährend um 2n, so findet man 

— Zr qp" = qjr«« Z= q)^" — <p''' — — g)«t(a~i)2i 

+ — <p'' ~ g)*' =r g)«" zz g)®" ZI ZZ g)«"+C«-«)«« 

wo a eine sogenannte durchlau/encU, das ist ganze absolute Zahl von 1 an vorstellt« also 
a ZZ 1> 2, 3« . . • . ist. 

Dem in $* 36 Angeführten getnMss können diese Gleichheiten aber auch so darge- 
stellt werden: 

— = 9' =:M- zz(<p*)" =(<p')- = • . . =((p*«-»)» 
+ ZZ (g)»)- =z(9*)' zz(g)«)- =(g)«)- zz • . . =:(g)^*)-. 

Wiederholt man eine Drehuni^« welche was immer für ein i?"**^*^' Vielfaches vo»n 

^ ungerades 

n'** Theile des halben Umlaufs beträtet, nmal nach einander; so macht die Gesammt- 
drehun«^ eine ungerade ^^^^^^^ halber Umläufe aus, also halb so viel ganze Um- 
^^^^ murinem* ^'C'teren halben Umlauf; und der umlaufende Gegenstand bleibt bei 
seiner "ff"«"'**"'. . PO'-tlT«» Stellung stehen. 

$. 38. 

I 

Vielfältige Beziehungen der Wurzeln. 

Ist demnach g» eine Beziehung der n'^" Wurzel aus einer negaiiv beziehlichen Zahl, 

so sind auch noch alle ihre ungeradzäktigen Aufstufungen q>\ q>^, g)^ Beziehungen 

derselben Wurzel, ihre geradzahligen oh^r, q)\ qi\ g)*« . . . Beziehungen der eben so vielten 
Wurzel «ans einer positiv beziehlichen Zahl. 

Die Beziehung jeder Wurzel aus einer direct, positiv oder negativ, beziehlichen Zahl 
\A demnach eine nuhr- tdtr viddtiitige *. eine mehr- oder vielförmige« nicht bloss eine «m* 
devuigt oder einförmige» wie ursprünglich vorausgesetzt worden war» 



39 

Dninit stimmt der bekannte Umstand, daaa jede Wurzel geraden Ranges aus 
einer positiv beziefalichen Zahl sowohl positiv als negativ beziehlich genommen werden 
kann ($. 20). 

Diess veranlasst uns^ bloss diejenige Beziehung einer Wurzel, die am wenigsten von 
der Grundbeziehung ablenkt, wie bisher immer geschehen, durch das einfache Wurzel- 
zeichen, y, oder durch einfache Klammern, ( ), dagegen die allgemeine mehrdeutige Be* 
Ziehung derselben, nach Cauchys bekanntem Vorgange, durch ein doppeltes Wurzelzeichen, 
H^, oder durch doppelte Klammern, (( )), zu bezeichnen« 

Setzen wir also noch immer Kürze halber die am wenigsten ablenkende Beziehung 

V^ — zu 9, so ist die mehrdeutige Beziehung 

H? - = 9. 9^ 9*. — <p**-" 

m 

M!^ + rz g)*, g>*, 9*, . . . . 9*«. 

• • • • 

8. 39. 

Ausdehnung dieser Vieldeutigkeit. 

Die Anzahl dieser verschiedenen Beziehungen einer Wurzel ist jedoch keineswegs be- 
liebig gross, sondern nur gerade sc grcss wie der Wurzelexponent, 

Denn würde die Aufstufungszahl 2 a — 1 oder 2 a der Beziehung 9 den doppelten 
Wurzelexponenten, 2n, übersteigen; so g<ibe es zu ihr eine um 2n kleinere, (2a — 1) — 2»=: 
2(a — n) — 1 oder 2a — 2n~2(a — n); folglich zur später kommenden Beziehung 9*«-^ oder 
qp** eine ihr ^/^tcA^ vorausgehende g)*Ca-o")- 1 oder 9*Ca-i»>; j^ |j jj^ öder als 2nmal aufge- 
stuften Beziehungen würden nur Wiederholungen der früheren in der nämlichen Ord* 
nung sein. 

Damit also alle fraglichen Beziehungen verschieden ausfallen « darf 2 a — 1, als unge- 
rade Zahl, höchstens noch die der geraden Zahl 2n unmittelbar vorangehende ungerade 
2n — 1; und 2 a, als gerade Zahl, höchstens noch der geraden Zahl 2n selbst gleich an* 
genommen werden, als: 2a — 1 ZZ 2n — 1 oder 2aiz2ft; mithin kann jedenfalls höch- 
stens a~n sein. 

Demgemäss sind die n verschiedenen Beziehungen der n^ Wurzeln 

W— ZZ g), g)», g)»,. . . . q)''—* 
\V+ = <P^ <p\ 9*. 9". 

S- 40. 
Abgeänderte Darsiellung dieser vieldeutigen Beziskmngen. 

Aber selbst von diesen 2n Beziehungen- 9, g^', 9*, 9^ . • • . 9'*, ist nur die erste 
Hilfte 9, 9*, 9^ 9^ • • • • 9*"^ 9*^= — unter sich durchgängig verscliiedcn^ weil die zweite 
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HMfttt ^',1^)"+*.; ^■*'i .;* . . ^•■"^ <j)*"i;:: + ,* gemäss §. 31, d«r ewslen enlgrfeBgpesefzt, nära- 

Üch ZI — 9„ •— qp*, — qp', . ♦ . . — «JP""* , + , ist» 

Man muss daher, um obige Beziehungen der Wurzeln einfacher darzusteded« uflier» 
IfeheiioU« » ^b der Wlirzt^lej^ponent* h ungerad oder gerad ist« 
aj Ist JUr WuruUapoTuad n wigtrad, so sind 
die ZabUn m -t- 2, n, n + 2 ungerad« 
und ^ », n — 1, n + 1 gerad. 

Da nun H;^ — = <p , g)», g)*, 9«-», <jp» , <|^+% ^■♦^, q^^^ 

V/+ z=z (p\ (p\ g)*, qi^\ 9"+*, 9°+^ g)"+*, ?•"-*, 9*' 

ist» so bat man auch noch ' 

ff 

M!^ — iz g) , qp', 9*j qp'-'S— , — <P** — (p\ . . . . — g)■7^ 

If + = <P'* <)P*. 9** >"*"*• — <P 7— qp*» — <p\ . . . . — g)•-^ +, 

oder [H/ — = gi , (p^, <p\ g)»-^*, — , 

— <p% — qp*# — 9*» • • • — qp"""*; 

W+= 9S 9*, <?•. . . . . . gj-^* 

— qp . -^ qp*» — 9*, • • . — qp"~'i +. 

Ä^ /f/ aber der ff^arzelexponent n gerad, so sind 
die Zahlen n — l, n + I ungerad, 
und „ „ n — 2, n, n + 2 gerad. 

Da nun H^ — zz g) , g»', qp*, . . . . g)"-», g)'^S g)"*^ g)'+S g)^"-^ 

' H/ + zz g)*, g)*> 9^ . - • . qp"^, qp' , r^, 9^> y**^, ?*■ 

ist« so bat man auch noch 

B 

H^ — = 9 , ^», g)», ,. . . . q)*-«, _ g) , _ qp», _ qp», — qp»-« ; 

»^ + = q»", <pi*, <>•,... . qr-*, — , — 9". — <P* • <P-'. +? 

oder If — ZZ ± 9 , db 9*, ± gj*> ± 9""* 

l|/+ =.dr g»»i ± g)*; Hr g>* dz gj'^^ qP- 

Will man die Beschaffenheit des Wurzelexponenten sogleich in die Rechnungsform 
aufnehmen« so setzt man dort n = 2 r-)- 1« hier nrr ?K und erhält 

2rtl 

W~ = <p . qp'. 9*1* ••• • . • qp^'^S— i ' 

— 9«. — 9^ — g)«, . . . . — g)*-«; 

2rtl . . 



H/+= g,«, g,*, g)«, g,^ 

— g^, ~ q^», — 9*. — 9**--*» +; 

ir+ = i 9*, ± 9^, ± <P*. . . • . zfc 9^^ -=!=. 
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Schbissfolgen. 






Aus diesen Reihen der yielßiltigen Beziehungen- der Wurzeln aus direct be^iehlichen 
Zahlen ersieht man nun leicht folgende allgeniei9ei ^it fruh^ri^n hp^pJK^^X^v^ ^f^^ ($* ^^ 

in sich fassende Lehrsätze i 

-. r .;••••" «^ 

1. Von den Beziehungeh einef Wurzel ungeradin Ranges aus einer direct, namentlich 

ftLatir b^ziehlichen Zahl ist bloss EirJe direel» und zw^r mit des Radicands Beziehung ein» 

stimmig, nämlich J^!J|2t ^''® übrigeii aber sind abweichend. 

2. Unter den Beziehungen äner Wursel geraden Bfanges ans' dner posüi^ bezieh- 
liehen Zqhl bffindep sich beide direeie, .die positiv^ und dife inci^ative« alle anderen aber 
sind abweichend. i " 

3. Unter den Beziehungen einer Wurzel gentden Ranges aus einer negativ bezieh* 
liehen Zahl -befindet* sieb ^ar keine directe, sondern sie sind insgesecmmt abweichend. 

Noch findet man, entweder wean mato obw ^^tZV* "setzt, d^ li« dieqi^ mindeslefa 
abweichende Beziehung der n**". Wurzel a.us einer posiitfy. b^zjehlicben Zahl durch i/i be- 
zeichnet, oder durch eine der Torigen' ähnliche for sic^ bestehende Forschung, die Be- 
ziehung . ' "*/:.': 

und W'k' — ^i ' V'* ' V** V^'j 

^^ . — ^» — .^^ r- ?*' — • 1 ~ 9»^""?* +•. . . 

W+ = dl V', zt y>\ ± .1/1«, ,: . ..• ifc v;'-:^ ±> . '1 

Danach lassen sich also säipmtUche Beziehungen d^r n**.1 Wurzeln aus positiv bezieh- 
^ liehen Zahlen auch an' und für sich, ohne Rücksicht i^uf jene aus negativ beziehlichen 
Zahlen, boBtimmen« 
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Fersinnlichung der vieldeutigen Beziehungen von fF'urxeltu 

Alle diese Sätze über die Beträge des Ablenkens der Beziehungen, und ;über die 
Vieldeutigkeit der Beziehung einer Wurzel aus einer direct beziehliehen Zahl hält in einem 
Bilde am deutlichsten und überschaulichsten ein Speichenrad vor Augen, welches, wexm 

positiT gerade 

des Radicands Beziehung „^ativ **^' doppelt •^.^*^ Speichen besitz», als die wie vielte 

Wurzel zu ziehen ist Die Figuren 1—9 aufTaf. 1 stellen solche Räder dar. In ihnen allen 
sieht die auf die Grundbeziehung -}- hinweisende 0** Speiche rechts. 

6 
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Fig. 1. Zwei Speichen zur Darstellung der \/l/ 4"« 

Speiche Nn 1 , 8 , 

markirt die BeziehuDg V^~h *(f^~i~)* i 

oder ,, ;, — , +. 

Tig. 2. f^iVr Speichen zur Darstellung der [H/ -f-. 

Speiche Nr. 1 , 2 « 3 « 4 

markirt die Beziehung V+ . (r+)*. (V+)* » (V^+)* 

4 4 

oder ,, „ y+ , — , — V-+ » +. 

Fig. S. Fier Speichen zur Darstellung der ^^^ und [H/ -f» 

Speiche Nr. 1,8 , 
s 1 a 

markirt die Beziehung Mf^ — = V^ — » (V**^)** 

oder „ ^ y— . —\^— 

Fig. 4.Z>re<Speichen« SpeidieNr. 1 • 2 « S , 

Beziehung l^+ = 1^+ . (1^+)« , (V^+)». 

= r+ * (r+)' . +. 

Fig. &.&cAj Speichen. Speiche Nr. 1. > 2, 3,4,&,6, 
Beziehang 1^+ = 1^+ .. (r+)".. (V"+)'. (r+)*. (f +)'.(r+)*- 



2 . " 4 



a ,4,6 



Fig. 6. &cA/ Speichen. Speiche Ni\ 1 , 3 * S , 
Beziehuog W- = \r~ , (V--> . (V^— )'• 

Fig. 7. ^tt/Speichen. Speiche Nr. 1 »2,3,4 $ ^t 
Beziehung |{^+ = /-|- , (vr-jl)«. (v^+)«. (y-^)*, +. 

Fi^. 8. Zehn Speichen. 

Speiche Nr. l , 2 , 3 , 4 . &. 6 , 7 , 8 , 9 10 

10 10 10 10 10 10 10 10 10 

Beziehung V/+ m^+,(v-+)..(vr+)».(r+)*,-.,-r+.-(r+)'.-(V+)"»-(V"+)*,+. 
Fig. 9. Zehn Speichen. 

Speiche Nr. 1 •S.S,1, ^»1 2,4.6,8 ,10, 

Beziehun^^^< - nK- , (K-)».-. -(r-)« -(K-)* 1 w+ = (r-)»-(r-)* -K- -"(r-}'*+ 
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B. ÜMOB^en Betrachtuiig der elualven oder transvereiven BeilehiuigeDt «Is^ 
Jener der iwelten Wuneln aus negativ beiiehliehen Zahlen. 

f. 4». • 

Beuickimng tUr trannersiun Betitkungtn. 

Höchst wichtig flir die Erfonchuog der abweicheaden Beziehuogea ist die Unter. 

iuehttüg der beiden Beziehungen, welche jeder Wurzel des möglich niedersten, nämlich des 

zweiten Ranges« zukommen. Dem Vorhergehenden ({• 40) gemlss ist diese Beziehung 

Oberhaupt 

» s s s 

Gew(flinlich schreibt man den Wurzelexponenten 2 nicht, daher auch bloss 

Du BiZiehungen der zweiten Jf^arzel aas einer negativ beiiehliehen Zahl sind also die 
beiden einander enigegengeseizien iransversiven oder elasiven Beziehungen^ welche von den bei- 
den directen oder dedaratiTen gleichweit ablenken, oder deren Ablenkung von der Grund- 
beziehung die Hälfte der Ablenkung der negativen Beziehung von der positiven , also die 
Hälfte des Gegensatzes oder der Umlenkung beträgt» und die darum wohl auch halb^negU' 
tive genannt werden könnten. 

Dieses Ergebniss würde uns ein Mittel darbieten, die transversive Beziehung zu 

bezeichnen, nämlich durch y^ — oder durch (— }'. Allein die Weitläu6gkeit dieser Beseich* 
nung und das ungemein häufige Torkommen transversiv beziehlicher Zahlen in der Analy- 
sis überhaupt, und im Verlauf der vorliegenden Abhandlung insbesondere, nöthigt mich, 
trotz meiner .Abneigung vor Zeichenschmiederei , zur Andeutung des Halbnegativen oder 
Transversiven, den aus — und [^, den Zeichen des Negaüven oder des Geraden und der 
Querwendung oder des rechten Winkels, zusammengezogenen P/eil l vorzuschlagen, wel- 
cher dadurch, dass er aus der geradehin laufenden Schriftzeile herausweist, die Ablenkung 
der iransversiven Beziehung von der directen veranschaulicht, wenig Raum einnimmt, ganz 
einfach mit nur zwei SchriftzÜgen geschrieben wird, und mit Buchstaben oder anderen 
Rechnungszeichen nicht leicht zu verwechseln ist. 

Es versteht sich dabei, dass dieses Beziehmigsteichen ^, welches wir „transversiv 
oder elusiv beziehlich ^} ** lesen wollen, so wie die Zeichen der beiden directen Beziehun- 
gen, 4" u^d """• gelesen „positiv und Aegativ beziehlich,'* *) dem Zeichen (Buchstaben) der 
transversiv beziehlich genommenen Grösse oder Zahl jederzeit vorgestellt werden muss, und 
eben so wenig wie. eines der beiden letzteren für einen Multiplicator dieser Grösse ange- 
sehen werden darf. 

So heisse denn ^A die transversiv oder elusiv beziehliche Grösse ji. Wo die elu- 
sive Beziehung selbst wieder in die ursprünglich gedachte — positive — und in die ihr 

*) Btim S cbnel lh w » inaf „ btntldicli«« hiawcgbUibeii , ab«r doch ctctt hmMugedmehi wcrdao. 
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entgegeng^esetzte — negative — unterschieden wird , da isr dem Zeichen ^ auch noch das 
*rft>rdt?rllc!ie 2eic*hen**^ öder — vorzustellen« Sbnacb bedeutet 
-fK ^ A die positiV, 

^^ ^ A die negativ elusiv beziehliche Grösse ^ 
Dieser Beziehung gemäss ist 

r- = H^ = I = + i . W- =. ((-))t H-. 4-. und; = T- i J . 

also V-a = ;v"« == rh-iV*« . H^-«:;: (1^'«. -ir«) = ^.ly«,, '. . ... . •. . 

insbesondere V*— 1 = 1 1 r: + 1. 1 . 11/— \ Z= (|1 ,, — il) n ±4-1. 

ilnsMerAuit^« Gauss und nach ihm mehre deutsche Analysten bezeichnen dii^ 
zweite Wurzel aus der negativ bezogenen Eitis, y" — 1-,, also ilosere elusiv oder transversiv 
beziehliche Eins, ^U durch den Buchstaben /; welcher S9nst löbliche Gebrauch j^och 
von den französischen Analysten, trotz der anerkannten Autor^ität unseres deutschen Mathe* 

matikers, bisher noch nicht nachgeahmt worden 'ist. Obwohl wir ohne Mühe. alle, unseren 

• ^ . . ^ ». ^ . ^\ y\ 

ferneren Forschungen auf diese durch r bezeichnete Einheit zurückleiten könnten; so ver* 
meiden wir dennoch einen solchen Vorgang aus folgenden Gründen, 

1. Würden wir uns gegen die unabweisiiche Consequenz verfehlen» mit der wir 
selbst bei jeglicher Grösse jederzeit ihre Grösse von ihrei^ BezUhang strengstens unterschie- 
den wissen wollen (§. 12.) , 

2. Sa^ es unseren Grundansiehten nicht zu, mitGau^s ,(Thefria residmrufn piqwidratico' 
rum» comment. 2^, Gotlingae, 1832, art. iiet 38) rt^y^r//:.^' Einheiten, + 1, — 1» + «f — «, die 
er „direct, invers, direct- lateral und invers- lateral'* nennt, einzuführen, da wir* wegen der 
unendlichen Mannigfaltigkeit des Abweichens der Beziehungen eigentlich unzähligerlei Ein- 
heiten annehmen müssten. Dagegen erachten wir zufolge unserer Grundlehren für naturge- 
mäss, zur Bemessung der Grösse jegTicher Art bloss eine einzige ßinheii festzusetzen» 
aber zur Modification des Aggregirens der Grössen alUrhnnd Beziehungen zuzugestehen, von 
denen die mit 4"» — • ^ bezeichneten drei, die positive» negative und elusive, den übri- 
gen als Grundlage dienen. 

3. Es ist i IZ ^1 das Zeichen der transversiv beziehlichen .(Mess-)Einheit, und be- 
dingt daher, dass man jederzeit die Grössen bereits ausgemessen und durch Zahlen dar* 
gestellt habe; diess ist jedoch eine die Allgemeinheit der ipathematischen Fprschungen ohne 
Noth beeinträchtigende Beschränkung, da der Mathematiker auch nichtgemessene Grössen» 
so wie sie sind» vornehmlich in der Geometrie, in Rechnung nimmt, ja sogar neh- 
men muss. 

4. Weil die Buchstaben d, e, g, /, o, bereits anderweitig mit ständigen Bedeutun* 
ge/i in der Analysis verwendet werden, so bleiben von dei;n kleinen lateinischen Alphabete 
nur noch 21 Buchstaben zur freien Verfügung; desswegen müssen wir schon zu allerhand 
Abzeichen an den Buchstaben unsere Zuflucht nehmen; warum soll man auch noch dem 
i eine fixe Bedeutung beilegen, das sich so zweckmässig und vielfach zur Bezeichnung der 
ganzen Zahlen ^rwendea lässt? 



4» 

' i. ^ÖMi^ Will Ah BtaMticmg ».nieiagiiitr^' dilföb /ilatfefttl^ ctrslHcV iJpisfteh« ttlld 'schreibt 
ift del" Befceicfaillattg doch dcD AttAn^fshttcbstab^d ton jnier* ' . * 

6. D^r iftuchsf abe i wird me das Pfeilzdeheil | auch 'mit t^^i ' Ft'denwkhieA gt^ 
s^riabM , bietet Als^ iü der Schtlelli^ktit des Sehr^ibehs keinea' Torthdl tt^ die^eiH. 
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Negative Beziehung \f ine f F^pdiKte^ zweier gleichriaf^ig elusi^.betifhtühen ^ftferen^ 

* 4 ' » f 

f 

Man weiss mub ^4 iSi dass, so oft der Muliiplicand und Multiplicator in gleichnami* 
gell directen Beziehungen« 4nt^eder beide in d^r positiven« oder beide In der negativen 
Beziehung« vorkommen« ihr Product jedesmal nur in der positiven Beziehung genommen 
werden muss; ToIgKch dass« sobald Directheit ttnd deichnamigkdt d^ Beziehüngetl beide^ 
Factoren bedungen ist« die Beziehung des Productes mernalf^ n£^<i^<:'t| . ausfallep , kann. Nun 
kommt aber, die im Vorhergehenden ($. 32) um dfe Beziehung der zweiten Wurzel aus 
einer negativ beziehlichen Zahl gestellte Frage eigeotlich auf - die folg^n^^ allgemeinere 
zurück : ^ 

«,Wenn die -Beziehung eines Productes zweier Fa9toren« einer Grösse mit einer # 
Zahl, des Multiplicands mit dem Multiplicator« ^ mit welchem einfachsten Falle die 
Lehre vom Multipliciren anheben muss — negativ sein soll« und Gleichnamigkeit oder 
Gleichwerthigkeit der Beziehungen beider Factoren unnacbsichdich bedungen wird; 
welche Beziehung hat man jedem der zwei Fa^torea beizulegen j/* 

Und hierauf wird zur Antwert gegeben: 

„Keine declarative « directö« sondern eine aus« oder abweichende Beziehung« und 
zwar eine elusive, transversive. ** 

Mithin folgt hieraus« so wie auch schon aus %, 39 tiild 30« umgekehrt: ' 

Die Beziehung des Productes zweier gleichnamig — in derselben Weise« beide posi-' 
ttr oder negativ ^^ etusirf beziehlichen Pkct&ren (eines elcMiv beziehlichen Miltipüc^nds mit 
einem eben so beziehlichen Multiplicator) ist negativa 
also ^•^ = — ab, +'^»» +4^ ^Z — «4^ — |ä« — ^6 ZI — » «*• 

Um uns die Gründe für diesen eh\fackslen Fall noch besonders vorzulegen , erinnern 
wir uns, dass die Beziehung des Mnltiplicators vorschreibt« wie man von der Beziehung 
des Multiplicands auf die des Productes zu übergehen oder abzulenken hat ; nämlich dass 
man, wie man von der .positiven Beziehung auf die des Mnltiplicators übergeht« gerade so 
auch von der Beziehung des Multiplicands auf die zu bestimmende des Productes zu über- 
gehen hat Hier nun sind Multiplicator und Multiplicand gleichnamig elusiv bezieblich, und 
wenn man von der positiven oder Grundbeziehung auf die elusive Beziehung des Multipli- 
cands« und von dieser ganz in derselben Weise noch weiter geht — weil solches Weiter- 
schreiten der eben so elusiv beziehliche Factor vorschreibt« «^ kommt man» gemliss dem 
Begriff der elusiven Beziehungen« %. 24« 5.« auf die negative Beziehung. Mithin ist die Be- 
ziehung des Productes zweier gleichnamig elusiv beziehlichen Factoren negativ» 
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Damit . wir diesen äusserst wicblfg^n Sau ooch durch tin gmnt beipnderes,, BeUpUl 
erläuiem; sei die Grundbeziehung^ das Vorwärts; ferner sei die positive elusive Besiebuag 
das Blechta, also die negatWe eli^ive Beziehung das Links; und seien elusiv .betrachtete 
10 Schritt 4 mal eben so elnsir zurückzulegen« oder das Product |10 Schritt. X 4*4 tu 
bestimmen* Da nun wird es heissen : Man wende oder schwenke sich auf seinem Standorte 
aus der Torwärtigen — positiven — • Stellung, die man inne hat, vorerst, wenn die elusive 

Reohu , Rechtswendung recht« 

Beziehung das ^.^^ ist, mit einer Lwi^^^eDdung ^^°^ links ' ^^^^ wegen der eben so 

Rechtsweadvog rechts 

elusiven Beziehung des Multiplicators 4, mit einer zweiten Linkswendunc '^^'''^^k lioki* 

Rechtswenduug 

Auf diese Weise wird man mittels dieser zweimaligen Linkswendun« ^^^^ 8^^^ umgekehrt 

haben, nach rückwärts schauen, also in die negative Stellung gekommen sein. Nun erst 
hat man nach dieser negativen — rückwärtigen — Richtung hin 4mal nach einander 10 
Schritt, also in Allem 40 Schritt zurückzulegen, so dass das Product 4^10 Schritt X ^4 
= — 40 Schritt erfolgt, nämlich 40 Schritt vom Standorte aus nicht vorwärts, wohin man 
^ursprünglich schaute, sondern entgegengesetzt, rückwärts. 

' Ausreichen zweier Paare gekreuzter Beziehungen, 

Bei dem einfachsten und eigendichen Multipliciren einer Grösse mit einer Zahl 
reichen demnach, um dem ProducU alle möglichen direcien und Cransversiven Beziehufigen zu 
verschaffen^ zwei gekreuzte Paare entgegengesetzter Beziehungen — ein directes Paar mit einem 
transversen — völlig aus» 

Denn 1. können die Beziehungen beider Factcren gleichnamig sein; dann ist die 
Beziehung des Preductes direct, und zwar 

aj wenn die Factcren direct bezogen sind, 

ist das Product positiv beziehlich , -^ a» -^ b ^ -^ ab 

— a» — b ::z -^ ab; 

bj wenn die Factcren transvers bezogen sind, 

ist das Product negativ beziehlich, -{- ^a*-{- ^i r= — ab 

— ^a« — 4'* = — «4. 

2. Die Beziehungen der Factcren können entgegengesetzt sein« 

dann ist die Beziehung des Produc/es auch noch direct, und zwar: 

aJ wenn die Factcren direct bezogen sind, 

ist das Product negativ beziehlich, + a* — ft = — ab 

— a»+ Ä = — a&; 
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bj welin die Faciotin iransvers bezogen sind» 

ist das Product posüw beziehlich, -f>4^*— ^=:-f~<^ 

— >.+ ;6 = + ä6. 

3. Sind die Beziehungen der Facioren geireuzi, 80 
jst die Beziehung des Preducles tran^vers, als: 

+ a» — ^ = — ^ ab + 4a» — b =s — ^ ä4 

— «•+4Ac: — ^oA — ^•+A =s — 4 aÄ 

— a»— ^.:^ + 4 ä6 — |a» — b =r + ^^ >•*• 

Andere ZasamiDettsieDiiiigen sind nicht denkbar. Folglich erhXIt das Product je- 
desmal eine der Tier, paarweise theib entgegengesetzten theUs gekreuzlMi Beziehungen» 
+, — , -jri» — 4» welche die Beziehungen der .4** Wurzel ans einer positiv besiehlichen 
Zahl sind, sobald die Factoren in zwei solchen Beziehungen anfireten* (t*.42.} 

In diesem Zureichen der zwei Paar gekreuzten Beziehungen bei der einfachsten und 
eigentlichen Multiplication «— einer Grösse mit einer Zahl — und in dem Umstände« dass 
derlei MultipUciren bei jedem zusammengesetzten Ton mehr als zwei Factoren« so wie bei # 
dem Potenziren nur wiederholt in Anwendung kommt, dürfte sattsam begründet sein, 
warum auf die vier gekreuzten Beziehungen alle anderen ablenkenden ganz natürlich zu- 
rückkommen, wie in der Folge ersichtlich gemacht werden wird. Desswegen soll hier nur 

« 

das Rechnen mit gekreuzt beziehlichen Grössen ausführlich erörtert werden, weil jedes mit 
anders beziehlichen Grössen entweder darauf zurückgeführt oder ihm leicht nachgebildet 
werden kann« 

S. 46. 

Beziehungen der Producte nuhrerer gekreuzi beziehlicher Faderen. 

Kommen in einem n*oducte wie Tiel immer gekreuzt beziehUche Factoren vor; 
so kann man, zufolge der früher für (einfache)' zweifactorige Producte aufgesteUten Sätze, 
des Prcdueies Beziehung Uiehl nachfolgendem Verfahren beeUmmen: 

1. Man betrachtet die vor den TransTersivz^icbeii 1 stehenden Poeitiv und Negativ^ 
Zeichen -{- und — von ihnen geirennt, eben so wie die schon ohnehin isolirt vorkom- 
menden. 

2. Alle Positimeichen 4* übergeht man gänzlich, oder wirft sie weg, gleichsam als 
nichts bestimmend. 

3. Die Transversivzeiehen ^ zieht man paarweise (je zwei und zwei) in ein Negativ- 
zeichen — zusammen, und notirt nur ein etwa allein noch übrig bleibendes ^ unmittelbar 
vor dem Producte. 

4. Die so erhaltenen und die schon ursprünglich vorhandenen Negativzeichen — 
wirft man paarweise weg, weil ein solches Paar durch ein -^ zu erseuen wäre, das weg* 



zuwerfen ist; nur ein etwa allein übrig; b}9iben4^s ;— wird .,d«i^ vEr^duo^e TQ^^hrieben, 
entweder unmittelbar voip selbes o^er yqr das ihm scHqp vorgesetzte 4^^ 

&• Mithin kann i^f^n^auch sogj^iqh von vornherein, so oft es angeht« vür ^ oder 
zwei — , als durch ein -{- ersetzbar^ auslassen. 

Z. B. In dem Producte 4~ 4^« — j^^'-f-^a* — ,d»-^ e ziehen sich zwei ^ in ein 

«— zusammen, und das dritte 4^ bleibt übrig; von den nunmehrigen drei — fallen zwei 

« 

weg, und das dritte bkibt zurück ;' folglich wird dem iPröducte ^'^\, torgesetzt« und das* 
selbe ist vollständig '^^abcde. ' ^ :r_ ,, • - 

Anmerkung. Man zählt hief* gleiclisam jedes \|, 1tlr= }, jede^ — für 1« jedes 4~ ^^ 
oder 2« nämlich' — ^Is eine gani^,^-)- als kein^ oder als -eine itoppetie« und ^, als eine 
-hulbe NegAion'y Und'wirR vdfi*derSUHUile, so dft es. ^ngdit^-S -weg, ivtonaoh der Über- 
rest die Beeiehniig' des. Pi^o^tes markirt» iiäinlieh« 

f' ' ; wenn 'der "Aesk. <*» *" J» =1» li# •» ' •''•• ••• .>■-■,,- 

ist dos Prdduct«6>Bezftehitti|g ^, |i -r*-^ ^-^ |i (VergLnS^aft; 1 u^ 8). • . \ 

t f ' ^' ■ • 
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&€iiishui«g€n' der' Püiemen. irw^erw U4zi4U^h€r Zi^hinu 
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Infof^m Vo\,ejß^en mit ganzen absoluten Exponenten Producte so vieler mit dem 
Poteniiapd .id^Pl^i^citier .Factpren .sind> als der Exponent zähl^ lässt siph das eben bf- 
4chfÜ9l)efie yerfahrcQ.a^cjj^ auf .Potenzen anwendeq^ deren Potentiand .transversiv beziehlicb 
ist, indem man jedes Zeichen -|-, — , ^ des Potentiands als so vielmal vorhanden ansieht 
als der Exponent zählt. Richtet man daher jene Vorschrift für diesen besondern Fall eigens 
her, so wird sie folgende: 

1. Das 4~ des Potentiands lässt man ganz unbeachtet. 

2. Von den Transversivzeichen 4^ wiird nur dann eines zurückbehalten» wenn der 

rBxpoMnt ungerad M; 4»e Hälftig d^Si gerAderi^der 'des um 2:vwiip9erfe$n.,iuigAra4enExpo« 
sieai^n «äbk.die Panre der 4^ oder der aus saloben iPaarep eütit^bfendeti Negativueiobad ^. 

3. Die so erhaltenen und die urspr^ngtieh vorhaüdenen ("— ) werden paarweise weg- 
geworfen, und bloss ein etwa allein übrfg bleibendes' Negativ^eicbto C-^) wird bdibehalten. 

41 Auch kann man vor aller Untersuchung vom Exponenten, so oft es angeht« 4 
wegwerfen^ und nur den Rest, der 0, i, 2, 3 sein kann, anstatt des Exponenten in Rech- 
nung; nehmen. Man findet dafür ' x ' ' 



(+;)"= + , itiV =±i. (±1)'= - , (iA)'= +J- V 

Z, B. So ist {£ !«)«• — «*• , (tla)*««— - + 1«*^' 
Insbesondere ist {dbii)*". ^ (d?4.1) — +1 » (±1»)*^* = (±10'= ^iU 

(4:10^+»= (±|i)«= -1 , (±4i)*^' =, (itlO'tr :^iU • 
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Anmerkung. Wean man, wie torher (S. 46, Anm.) gesa^, — aU 1, ^ als 1» -|- 
als im Potendand zählt,' so wird man die Zahl« welche des Potenüands Beziehung mar^ 
kirt, mit dem Bxponieaten maltipliciren» and vom Prodacte, so oft es angeht, 2 wegwerfen, 
wo dann der Rest die Beziehung der Potenz markiren wird. 

Beziehung der Quotienten gekreuzt beziehlicher Grössen, 

Da bei dem Theiten einer Grösse dui^ch eine andere das Product aus Theiler und 
Quotient in Grösse und Beziehung dem Dividende gleichen muss« so darf man für die Be- 
stinmiung des Beziehungszeichens des Quotienten , im Dividend und Theiler einerlei Be» 
Ziehungszeichen zusetzen oder weglassen , bis endlich das des Theilers -{- wird, wonach 
das Beziehungszeichen des Dividends zu dem zu suchenden des Quotienten- gemacht wird« 

Z. B. Wenn a : 6=rc ist, findet man 

it 4.fl^+* = ±\e +ä:+4,* = ^\c db|«:+|b = dt <? 

Insbesondere ist 1 : 11 =:— =: — 11, 

d. h. Das Umgekehrte der tranävärs beziehlichen Eins ist auch ihr Entgegengesetztbe» 

ziehlicfaeii.> 

I 

s. 49. 

Aggregation gekreuzt beziehlicher gleichartiger Grössen* 

Gleichartige Grössen, von denen jede in einer der zwei Paar gekreuzten Bezie- 
hungen derselben Art vorkommen, können in Rücksicht dieser beiderlei Gleichartigkeiten 
(Gemeinschaftlichkeiten gewisser Merkmale) zu einander gefiigt, zusamniengefasst, addirt, 
also auch wieder umgekehrt von einander getrennt, abgezogen, subtrahirt, mithin über- 
haupt aggregirt , algebraisch addirt , mit einander in An- oder Aufrechnung gebracht 
werden. 

1. Beispiel, Stellt + A einen geraden Weg von einem gewissen Ausgangspunkte 
vor- oder rückwärts, und zt: ^ B einen am Ende dieses Weges sich anschliessenden zwei- 
ten Weg nach rechts oder links, lothrecht auf- oder abwärts vor; so lassen sich beide 
Wege als in einen (winkelrecht) gebrochenen Weg vereint * ansehen , den man durch das 
^SS^^S^^ i::ti ^ + idz^B) oder kürzer durch ±A dt -i' B andeutet. In gleicher Weise 
können mehre solche Wege, wie rh A, ziz^B , dti^C, zt. B, ± £, z±i^F sich an einan. 
der anschliessen' und zusammen einen gebrochenen Weg ausmachen, den man durch das 
Aggregat db J'dtz |Ä±4,C±ö±^=t:| F darstellt. 

2. Beispiel, Ist 4= A ein bereits liquidirtes entweder im Besitze befindliches oder 
aber schuldiges Geld eines Menschen, dagegen rh | iB ein noch im Process schwebendes, 

1 
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eotw^der an ihn heimfalleades oder gegentheilig. von ihn» zu zi^ile^w, fo k«Aii\.sein Ge- 
•funmtbesirz durch dz 4 ± ^ B Torgestellt i^erden, jEh^a/SO^ w6oa;.voiii. dw Xieidposteu 
^ ^$ ± ^ B, dz ^ C, dz D, dz B» zt: i F^ AbfaU^es gellen würdej Jtdiifitet.seiQ Gc- 
sammtbesitz durch das Aggregat zt ^ dz^B dt C dz D dt: ßdz^F ausgedrückt 
werden. 

3. Beispiel, Nimmt man in einer Ztrsamniensteilung mehrerer wagrerht (nach der 
Schrifizeile) geschriebener Reihen von Zeichen unterschiedlicher Gegenstünde eine Reihe 
als Hauptreihe 4 und in jedweder ein Glied als Ausgangsglied oder nulltes an, und eine 
gewisse Richtung des Zähleuis der Glieder in allen Reihen oder Zeilen -tr vqrw^ts oder 
rückwärts — als die positive, folglich die entgegengesetzte als die negative an; stehen fer» 
ner die nuUtep, also auch alle gleichvielteri Glieder durchweg gerade unter einander, und 
^ieht man das A^ufwärts tind Abwärts im Zählen solcher gleichvielter Glie^ler, als, tran^verr 
sive Be^ieh^ng, das eine aU die positiv.e» also das andere als die negative, ^ans^viersivf Be* 
Ziehung an: so wird man» um zu einem Gliede einer Nebenreihe ^u. .geUngfen^ vorerst 
wagrecht in der Hattptreihe vor-, oder rückwärts, positiv oder neg^Ltiv^ ■ bis zu deo^ mit der 
Nummer dz n belegten Gliede zählen und vcm da an in der Reihe aller solcher n*** Glie. 
der noch auf- oder abwäits, positiv oder negativ transvers, bis zur Nummer dz i p zählen. 
Dann signalisirt oder numerirt das Aggregat dz ^ ± ^ P» ™it völliger Bestimmtheit« das 
fragliche Glied, oder es ist der algemeinste Steilenzeiger jedes Gliedes in dieserGruppe voa 
Reihen. Auf gleiche Weise kann aber auch um die Nummern dz ^ q, ziz f» -f- ^ Sj. u« s; f^ 
weiter gezählt werden, wonach das Glied, bei dem man stehen bleibt, den Stellenzeiger 
ziznzt.^pzt^qdzrdz'^s erhalten wird» 

«. «0. 

Reduction von Aggregaten gekreuzt belegener Grössen. 

Bei solchem Aggregiren gekreuzt beziehlicher Grössen, so wie auch ihrer Aggre- 
gate, darf jedoch nicht übersehen werden, dass, obwohl die zu aggregirenden Grössen 
in Bezug auf gewisse Merkmale gleichartig sind, und desswegen addirt und subtrahirt wer« 
den können, sie doch stets insofern als ungleichartig aufgeführt und behandelt werden 
müssen, als ihre Beziehungen duixh die Kreuzung wesentlich von einander verschieden» 
nämlich die Beziehuni;en einiger Grössen direct, jene anderer Grössen aber transversiv 
sind. Darum müssen jederzeit, obschon sie insgesammt aggregirt werden können, einer« 
aeits alle direct bezogenen in eine gleichfalls direct beziehliche, und aodererseita alle trän»* 
versiv bezogenen auch für sich in eine ebenfalls transversiv beziebliche Grösse aggregativ 
zusamniengezogen werden; niemals aber kann eine direct beziebliche Grösse mit einer 
transversiv beziehlichen in eine einzige bloss direct oder bloss transvers beziebliche Grösse 
lusam mengezogen werden. 

Mitbin reducirt sich jeder solche Inbegriff gekreuzt beziehlichei* gleichartiger Gröa^ 
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teo «if «ita zwei^ÜMlri^e« , tni ' «iner difect beziehrichen und aus einer transVera beziehli- 
cben Grösse bestehendes Aggregat, und nimmt also die allgemeine Form A -\^^ an. 
•Z. B; 7-fi|8— 5— |8+4,!5+19 :^7l^5-)-«+|(8-8+15) = 2t+|tO. * 

Ein solches Aggregat oder Binom A-^^Bj aus einer direct und aus einer iransver- 
siv beziehlichen Grösse bestehend, pflegt man nach Gauss und Cauchy eine complexe 
Grösse''') oder Zahl« und dtt aggregirten Grössen A und ^^ die Glieder, Aggregavden, 
Antheile derselben zu nennen. Im Folgenden wird sich zeigen, dass jede wie immer ab- 
weichend beziehliche Grösse als complexe Grösse sich darstellen lässt, folglich die complexe 
Grösse die allgemeinste Form aller wie immer ablenkend beziehlichen Grössen ist. 

Anmerkung. Aber niclit bloss gekreuzt beziehliche gleichartige Grössen können 
aggregirt werden, sondern auch gleichartige Grössen, deren Beziehungen wie immer Ton 
der Grundbeziehung ablenken; nur lassen sich auch da keine zwei Aggregande in einen 
zusammenziehen, deren Beziehungen nicht entweder gleich oder entgegengesetzt sind, oder 
vorher als solche dargestellt worden sind* 

Z. B. 8+(V'-)7-(V:-) 5 -8+(r-)*8 =5 8+(V--)7+(rH&-«^r-)8 
= (8_6)+(f-)(T=f5-8) = 2+(r-)4. 

. . .. :; 7'^/'+)M-(V"H6-(r+MH-(r-)3 ^ 7Hir-')&-Hr-^)«-(Ht+(r-)8 

•■ " - (7+l)-H(V-)(6-5)+(r-)3 = 8+(r-)«+(f-)3. 

Sollte man dereinst veranlasst sein, solche' Aggregate näher zu erforschen, wie 

Gauss (a. a. O. art. 31, notcC) auf das, der Theorie der cubischen Reste zu Grunde zu 

legende. Aggr^gjKt .a-^(V^— )6 hinweist; .so. würde maa.fticti gewiss gonöthigt sehnen, obige 
Benennuj^ «^comple^*' mit f iner expre^^iiveiren ^u yemascbeii. 

$. 61. 

Felgervmgtfi. - - 

Darin, dass zwei gekreuzt, bezieh lieh (S Grössen« nie in eine einzige — direct oder 
transversiv beziehliche — zusamngi^ngezoi^en w^deuL J^önnen, liegt der Grund foIgende|r 
Haupteigenscha/Un cemplexer Grössen^ 

1. So lange in einem Aggregate gekreulft beziehlicher Grössen weder das Aggregat 

der direct ^bfäehüdum m>6h^ das der traAsvers beaehltcbeKi Aggregand« für sich ^rschwin- 

vde^« ZM J!^u^l;^ird. apnd^ii Iq ^ Tbat.,eMiW g^^sAen , Retirag; ausmaoU^ ist eine solche 

.corQfile\^.GTfy^p,wqlffhaß Wfigti4i(riff*Mnw ih^r ßU^^ direict» das amldre transversiv 

*) Ich möchte es eio Bi/arial oder eine BifaricÜe (yon bis und farf^ sweierlei l^esagen, oder von bifnriam, 
ns^ch MVi 'äeiteil'' hin) 'nennen, Vörnehmlicli' weil iiieniac)i auch Tri/krui/, /• . . udd /'o/\;/arui/ leicht to. 
'* " velMch^n w8ren.-' *"• '• « *» '• • • • - • 1 >.^ . 

7» 



Auf diese' Weise findet inm den ^iidtietiteii« 

• ': ^ • = ^ ' er ^"^ a 

Beispiele : (d+|ft)* = A«-:-*»+4Stf * 

Aas dem letzten Lehrsatze folgt sönüch wieder * 

b« Auch das Umgekehrte der Potenztraog , die Rddüäiüm (Wui*zelziehung aus) einer 
complexen Zahl nach einem absoluten ganzen 'Wurzeiexponenten gibt wieder eine com- 
plexe Zahl. ' • "^ 

Anmerkung. Es lässt sich leicht erkemiea, dass die hier alufgestelten Sätze auch für 

Aggregate von der Form «+(V" — )^ gelten. 
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Gepaarte complexe Grössen. 

Häufig kommen in den Rechnungen Paare complexer Grössen* vor« dieNsich nur 
darin von einander unterscheiden, dass ihre transversiv beziehlichen Glieder entgegenge- 
setzt bezogen oder aggregirt sind ; wie : ' ' ^ 

' » «-fl^ und Ä— I*, ^oder . — «+1* und — a— |ft. ' • 

Solche zwei oomplexe Grösufen, die demnach die Summe und der Unterschied einer 
direct und einer ira^siversiv beziehlichen Grösse sind, nennt man gepaart, cenjugirt. 

Von gepMtfKMff cemplexen Zahlen Bildet lüaii ieicht folgende zwH benurkenswerthe 
Rechnungsergebnisse: ^ ..).»>•>• . 

(a+|*)(a— |ft) rr «»+*» '^ 

IFiertes Hauptstiiek. 

Das PoteniireFimlpb ttpensrersiv l^ziebliöb^H ]Ej^oneiiteiL 
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Feranlasiung zu solchem Peieftziren. 

Die Lehre vom Potenziren erweist bekanndich folgenden höchst wichtigen Satz: 
^iieZabl.mr4<jaMbjmefamreaE&poneiiieB paobiteitianlder. potenziit« weira man si^ nach 
dem Producte der Exponenten potenzirt« > "< •'•" - -' ' - 
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, .Uiyer^aM^./#/f^^ sie sogleicb^dfa unigehekrup S«^^^ . . •. < ,ii 
Eane Zpbl ^rd aacb dein Prodacie mebrereir .Z4iieiÄ.pptei|zwt« vniem^iiiaii.aie nach 
. 'dea Fafctoren nach einander potenürt .;] • 

' ' Da 'tüfolgt derselben Lebre die Exponenten awch negfatiy ' berieblicb sein ' k(k>iiea, 
so dürfen auch die Factoren des als Exponent fungirenden Prodactes nicht bloss in posi- 
tiver, sondern auch in negativer Beziehung zu auf einander folgenden Exponenten gewählt 

werden ; nor rnoss, wenn* die Beziehung des Productes ^^^^ 7 ist, die Anzahl der negatiir 
beziehlicben Factoren ^^'^ , sein* 

UDgerad 

Gesetzt nun, man fordere 

1. EiDStimmigkeit oder Gleichnamigkeit der Beziehungen aller factoren des aufzulö- 
senden Exponenten, und 

2. man schreibe zugleich die Menge dieser Factoren oder nach einander folgenden 
Exponenten vor. 

Dann' kann, vermöge %. 20 und 41, diesen Forderungen ahne Anstand entsprochen 
werden. • 

i) wenn A\e, Beziehung im^^ aufzulösenden Exponenten ^(^x^Viv und die vorgeschrie- 
bene Anzahl seiner Factoren welche immer ist; 

2) wenn die Beziehung des (aufzulösenden Exponenten negativ und die vorgezeicb- 

nete Anzahl »einer Factoren unser ad ist. Allein, so oft 

• •• ■ ** ..'.■..'■' 

3) die Beziehung des aufzulösenden Exponenten negativ und die vorgezeichnete An* 
zahl seiner Factoren gerad ist, reichen die beiden directen Beziehungen füf die aufzustel- 
lenden gleichnamig, besichlichen Factoren, i^emäss f. 4t> 3.^ nicht notelMr aiis, sondera ma« 
muss zu den aus-. oder abweichenden Beziehungeu seine Zuflucht nehmen. 

Der tinfachsU Fall, der hier in Frage gestellt werden kfinn » ist offenbar der^ wo 
der negativ beziehliche Exponent in zwei gleichnamig beziehliche Factoren oder stellvertre- 
tende successive Exponenten aufgelöst werden soll. Da sind beide diese Factoren in 
gleichnamiger transversiver Beziehung zu nehmen ({. 43). 

Auf diesem Wege mn gelangt die Algebra nothwendig zu einem Potenziren nach trans- 
verstv beziehlichen Ea^ponenien, 

Zdlässigteit desselben. 

Sobald man die Nützlichkeit und Nothwendigkeit anerkannt hat« in. der Algebra nicht 
blpss. die entgegeagesi^zten « sondern auch die mannigfaltig abweichenden, zum Theil paar- 
weis entgegengesetzten , Beziehungen der Grössen fortwährend und überall nebst ihrer 
Grösse zu berücksichtigen , kann über die Zulässigkeit des Potenzirens nach anders als 



direct beziehlichen , nämlich nac^h übel'haupt abweichend beziehiichen, insbesondere nach 
trandverftil^ bezi^Uithen Exponteten keine 'weitere Bedenklichkeit Sund halten; zumal der 
Anlass zu solchem Rechnen ganz natürlich sich darbietet Und sein Grundbegriff , so wie er 
in dem eben^ Gesl^iea Jiu%esteUt wurde « ketoerbi Widerspruch in sich selbst emhält 

Freilich erhellet aus diesem Grundbegriffe nicht sogleich, wie man ein derlei Po. 
tenziren eines gegebenen Potentiands nach einem angewiesenen Exponenten ausfahren 
könne; allein dessen ungeachtet dürfen wir mit demselben Rechte dergleichen Potenzen, 
deren Bestimmbarkeit und Best! mmungs weise uns vor der Hand noch unbekannt ist« und 
nur in Yorhinein zugestanden wird, allen allgemeinen Rechnungsgesetzen unterwerfen , wie 
man diess sonst auch mit den Quotienten und Wurzeln in der« ihrer wirklichen, oft nur 
annähernden Berechnungsweise voranzuschickenden, Lehre von ihren allgemeinen Eigen- 
schaften zu thun genöthigt ist. 

§. 06. 

Grundlage zum PoUnuren nach iransversiv beziehlichen Exponenten. 

Die Frage um das Verfahren des Potenzirens einer Zahl nach transversiv beziehli- 
chen Exponenten könnte sogleich allgemeiner aufgefasst werden, indem man den Exponen- 
ten complex voraussetzen möchte. Allein da die Potenz A"^^ als Product der Potenzen A" ' 
und A^dargetsellt werden kann, von denen die erstere keinem Anstände unterliegt: so wird 
es schon vollkommen genügen, wenn wir hier nur die letztere allein bedenkliche Potenz 

A^, odjer daHijr lieber die Potenz A^^")) 'genauer erforschen, indem wir die doppeldeutige 
transY^rsive Beziehung (( — ))« des Exponenten ausdrücklich hervorheben. 

Wie nun auch immer eine solche Potenz A^^"» " ausgerechnet werden möge, so lässst 
si6h doch jedenfalls mit Gewissheit annehmen, dass sie auf ein Yor der Hand unbestimmt 
viel Glieder enthaltendes Aggregat zunickgeleitet werden körine, deren Beträge aus den, 
^ die fragliche Potenz allein bestimmenden, Zahlen A und n berechnet werden und «, 9, 
w, j:, .... sein mögen, und von deren Beziehungen nur die des ersten Gliedes u direct» 
jene ((g))), ((;()}, ((V>))y* der übri|$en Glieder v, w, or, ... aber durchgängig abweichend und 
zwar noch dermassen wesentlich unter sich verschieden sein sollen, dass keine zwei etwa 
bloss durch ihren Gegensatz sich unterscheiden, weil solche zwei Glieder ohnehin schon 
früher in eines zusammengezogen worden vären. Auf solche Weise setzt man 

Ä((-))*- = tt + {{q!))v + {{i))w + {(V.))* + . . . 

Führt man hier für die doppelsinnige Beziehung (( — ))i ihre beiden einzelnen Be* 
deutungen \^ — und — \r — oder 4^ und — ^ ein: so sollen die Beziehungen ((^)), ((x)), ((v))»-»« 
in g), X» ^»•'" tii^<i in <f» x\ V«*--* übergehen. Dabei müssen die Zahlen n, v, w. x,...'^ 
so wie die Zahlen A und n, aus deneii sie berechnet werden, ungeändert dieselben bleiben; 
mithin erhält man ' 
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• A^ rr B 4- *^ + X««' -f'V'^ +•••• • 

A-^rr » + g)'v + xw -4- tp'a* +.... 

Non sind aber, ~tden Orundb^griffeii des Potenzlrens zufolge, die Potenz A^ und 
A**^, wegen des Gegensiitzes der Beziehungen ihres gemeinsamen Exponenten n, Umge* 
Jcehrte von eidander^ ihr l^oduct also 1. Oder als Grundeigenschafl der Potenzen musis 
stets' €^ anerkannt werden, dass das Product von Potenzen derselben Zahl die Potenz der 
nämitchen Zahl nach der Summe der Exponenten ist; mithin ist AK A"'*''* ~ A+*~^ ~ A* 
und diess IZ !• MnltipKcirt man daher obige* zwei Gleichheiten mit einander, so ist 

I m u' + gjat; 4" 9'ttv + ffiqi'v^ 

... . •♦ * « 

+ 

Von den Beziehungen cp, x» V^«*-«; 9» X» M'»*" ^^^ keine direct. Befanden sich nun 
auch unter den Beziehungen g^g)', XX> ^^''»•••' d®** zweiten Potenzen v^, w^^ a:^, .... keine 
directen; so müsste (gemäss $. 51, 5.) tt*:=l, u = zt: U v=0, u; = 0, .r=0^... folglich 
•A^ZÜ A**^ ~ d= 1 sein, was widefsinnig ist. Dasselbe müsste eintreten, wenn -^eder die 
^Kiehunfgen qp und g)' von uv, hoch die x tt^d x ^^^ ^^ noch die t^ und tp' von iw: u. s. f. 
einander entgegengesetzt wären, folglich gewiss eines dieser Producte stehen bliebe. Mit<- 
hiA gibt es unter deh .Gliedern^ >, w, ^, ,... nothwendig wenigstens EMes..., sei diess t^...., 
dessen Beziehungen 9 und <(p' einander entgegengesetzt sind, und.^wo die Beziehung qxf 
direct ist, so dass <p' ~ — qp und qpqp' ZZ — qp* ~ zfc» daher g)*— ^ ist. Nun kaitn abi^t 
q)* nicht rz + s**in, weil sonst (p ~ V^+ — ( — » +) also direct nicht abweichend wäre, 
wie doch vorausgesetzt wurde; mithin ist (f^ZZ. — , ((qp)) ~ \}/ — , und zwar soll diese Be- 
ziehung gerade die des Exponenten n selbst sein , weil das Gegentheil leicht durch Entge- 
gensetzung der Beziehung des Ausdruckes v darauf zurückgeführt werden' könnte. Auf 
'diese Weise ist qp IZ ^ , 9>' — — 9 — — 4^» ^^' — ~ 9^'— "i"? qpqp'w* ZU v^ und quo -\- q/uv ~ 0. 

Nunmehr müssen aber alle noch weif er angenommenen Glieder w^ jr, ... ohne Ausnahme 
verschwinden, also tir~0, jr~0.... sein. 

Denn weil gemäss der Voraussetzung unter den Beziehungen qp, Xy V^f-» also auch 
tinWr ihren Verwandlungen qp', /, i/f' keine zwei gleich oder entgegengesetzt ffein kön- 
nen ; und weil die beiden Beziehungen qp und g)' die * zwei entgegengeset/.ten transversiVeh 
4, tmd — 4' 8»^>d: so kann von allen übrigen Beziehungen keitae ein/igr- njehr iransversiv 'sein. 
Dann aber befindet .sich unter den Beziehungen derjenigen Abtueiliing der Theilprndncte, 
;tMtt;-l-Z"^'~f*?r^''^"h<p'it^^"hH^*» welche das zunächst hinler den beiden Anfangsgi iedefn 
'II und t^fol^iende Glied t^^ zum Factor haben, weder'eine directe, noch eine der Beziehung eines 
«Von einem späitercn Gliede herstammenden Theilproductes gleiche oder entgegengesetzte^ 
fiilgfich kann kein solches von w ab>itammendes Theilproduct mit einem* nicht davon her- 
-^Mirefrden z«tsammeng^zr^gen wei*den. Aber aueh mit einander lassen sich diese Theilpro- 
duete nicht insgesammt m Eines zusammenziehen. Denn sind x ^^^ X ^^der gleich noch 
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entgegengesetzt, so gibt, es unter den Beziehuogeo dieser- Th^flproducte weder zwei gleiche 
nocli zwei entgegengesetzte. Ist aber %ZZx» so .wird , wegen <jp' ^ — g), ^'j^iz — 9X> *^*ö 
ir<*dudrt sich das obige Aggregat von Tfaeilproducten auf ;[1aut 4" X^^>^ '< AÜQt« ^ und 2* 
.können einander weder gleich noch entgegengesetzt »sein, we^l sonst die, Beziehung 
2 dire9t oder transversiv sein müsste, was sie nicht ist. Ist endlich %', :z= — «j^^ .^o wird we* 
^en^q)'~ — qi sowohl qp^'z^ — (px als auch <fx^ — ^XV daher reducirt sich jenes Aggregat 
auf— 9X~^^ — X^^'* Allein weil qp transversiv» x ^ ^^^^ nicht ist^ so kpnnen q^x ^^^ X^ 
weder gleich noch entgegengesetzt ausfallen. — .ledenialls müssen d^oinnch wenigstens 
zwei, keiner weiteren Zusammenziehung fähige den Factor w enthaltende Producte« aus den 
dreien, uw, vw, w^, und darunter immer das letzte einzeln vermöge %. 51, 5. verschwinden ; 
folglich mußs unumgänglich dieser Factor w^O sein. Mithin verschwindet jedesmal das 
zunächst auf die beiden Anfangsglieder u und v folgen sollende Glied; das heisst aber 
auch, diesen zwei Gliedern u und v folgt kein weiteres mehr. 

Fassen wir die Ergebnisse dieser Untersuchung zusammen« so erkennen, wir die 
Giltigkeit folgender HauptlehrstUze : 

1. Das Grundgesetz und die innerste Natur des Potenzirens der Zahlen nach trana- 
versiv beziehlichen Exponenten spricht sich durch die zwei unzertrennlichen Gleichuop 
gen aus : 

(1) A«-))-^-iz«+ ((—))'». »« + »* = !, (2) 

in deren ersteren das Glied v mit dem Exponenten n einerlei transversive Beziehung ((^}}^ 
hat; d. h. 

Jede PoUnz einer Zahl nach einem (ransversiv beziehlichen Exponenten gleicht einer 
complexen Zahl, deren transversiv be/iehliches Glied mit dem Exponenten einerlei Bezie- 
hung hat, und in welcher die zweiten Potenzen ihrer Glieder sich zu 1 ergänzen. 

2. Die erstere Gleichung zerfällt insbesondere, wegen des Doppelsinns der Bezie- 
himg ^ — 9 in die zwei zusammen genommen ihr gleichgellenden Gleichungen : 

(3) h^ - u + iv 

A~^'*IZ ö — ^f . 

3. Die aus dem Potentiand h und dem Exponenten n zu berechnenden beiden Glie- 
der tt und V der die Potenz darstellenden complexen Zahl müssen der Forderung genügen» 
dass ihre zweiten Potenzen, welche nie anders als positiv beziehlich ausfallen können» sich 
zu 1 ergänzen. Nun lässt sich aber die Zahl 1 unbedingt in zwei positiv beziehliche Be- 
standtheile so zerßllen« dass der eine beliebig zwischen und 1 wählbar ist und etwa von 
gegen 1 stetig ansteigt, bis er endlich nothwendig einmal der zweiten Potenz des einen 
Gliedes, u, folglich der andere Bestandtheil der zweiten Potenz des anderen Gliedes, v, gleich 
wird. Mithin ist es anzwei/dha/t ^ dass jegliche PoUnzirung nach transversiv beziehUcheu Expo* 
nenten denkbar , wenn auch — wie schon jetzt sich ahnen lässt und die Folge noch leh- 
ren wird — schwierig aujfführbar ist. 
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$. 57. 

Zuräckleüufiff alles Poienzirem auf das ein/acKsU so gemtnnte nat'drliche Peftmiren, 

Zur VereinfacbuBg der uns Yorschwebeadea Forschungen erwn^^en wir vor Allem den 
Fall , wo der Potenliand k eine absolute Zahl ist. Dann ^ibt uns die Lebre von den oalür» 
lieben Logarithmen*} an die Hand, dass jegliches Potenzirea einer absoluten Zahl auf ein 
Potenziren der bekannten Grundzahl 2«7i828]8«. • . der natürlichen Logarithmen, das u^an 
mit Thibaui das natürliehe Poienziren nennen kann« sich zurückleiten lässU 

Bezeichnet oian niUnlich diese bestimnue, als Grundzahl der natüHieben Logarich* 
men, als fiatürlicher Potentiand dienende , Zahl nacii einem herrscl^nden Gebrauche mit 
<9 die natürlichen L<;>gariihnien mit l, so ist der Potentiand h^s^, also die Potenz AC(-))Sb = 

Gibt nun njh die Zahl a^ so bleibt nur mehr die Bestimmung der natürlichen Po* 
lern ^tt-*)^'^ in Fr^ge gestellt. Für sie geben obige Uauptlehrsälze und Grundgletcfaungen 
^. hd) di< ge«k9reUe Gieiebuag 

I) eii''»^=u + {{-))\ 

oder das Pi^r ihr gleichgeltender spt^ieller Gltichungen 

(2) r*'* = tt + l» 

WO die beiden Glieder u und v wie vorher an die Be.stimumngsgleiohung (2) in § 56 ge- 
bunden sind, jedoch ledij^lich aus dem Exponenten a berechnet werden, weil e keine allge- 
meine, sondern die besondere Zahl 2.1182hl8 vorsielll. 



g. 68. 

Benennungen und Bezeichiungen. 

Die den Exponenten a enthaltenden Ausdrücke u und v heischen nun, gleich den 
Ergebnissen aHer ktHißg wiederkehrenden, insbesondere der Grundrerhnungen, von der 
Algebra eine eigenthüinliche Benennung und Bezeichnung. Allein, weil die Afgebra ihre 
allgemeinen Leliren, in ihrer allmälicb«n, zumeist durch das Bedürfniss bedingten Heranbil- 
dung, von den vielseitigen Anwendungen derselben auf die mannigfaltigen Zweige der be- 
S(»ndern Mathematik» vorueUmbch auf die, weit frühjBP als die allgenoaMie Grössen- und 
Jfiaiilealehrq — Algebra — ausgebildetic Baumgrö&senHire^ — Geonjctrie — al^trahiren 

•j Es isl mir , wie ich ap eipem anderen Orte tu ieig«n Gelegenheit nehmen werd«, g.eglHckt , die Lahre von 
den natürlichen Logarilhmcn ganz elementar und völlig st» » iig., ohne Anwendung der , %u vielen Umschwei- 
*' ' fen ncftfiigeudiAr, counorgtiuteil anenali^en ' Iteihen »bsiihaliJelii. 

Ö* 



musste, ist ihr die Geometrie in diesem Benennen und Bezeichnen zuvorgekommen y wie 
bei den Benennungen ,, Quadrat und Cubus '*- der zweiten und dritten Potenz. 

Zugleich sind die von der Geometrie eingeführten Benennungen und Bezeichnung 
gen durch ihren häuGgen Gebrauch in alle Partien der höheren Zahlenlehre r^ Anaiy&is — 
bereits dergestalt verflochten , dass man eine sehr grosse und doch an sich ganz nutzlose 
Verwirrung hervorrufen würde, wollte man diese durch Aller und Gebrauch geheiligten 
lind fast in alle Sprachen ungeändert übergangenen lateinischen [famen und'ihr^ 'als' Zei- 
chen dienenden Abkürzungen verwerfen und durch neue ersetzen , von denen in voraus 
wenigstens so viel ganz gewiss wäre, dass sie — möchten sie auch noch so ausdrucksvoll 
gewählt sein — eines ungetheilten Beifalls sich nicht erfreuen würden. Wir behalten da* 
her.die^e üblichen [Namen bei, um so mehr, als sie selbst im Latein nicht alle einen ver* 
ständigen Sinti haben. 

Wird demnach die Grundzahl € der natürlichen Logarithmen nach einer tran^ver« 

siv beziehlichen Zahl a potenzirt, so nennt man in der dieser Potenz e^^ gleichen und 
bloss aus jener Zahl cc zu berechnenden complexen Zahl u''\- l^v den difect beziehlichen 
Antheil u, den CosiivaSr und den eben so wie der Exponent transversiv beziehlichen Antheil 
v^AenSinvLs der als Exponent fungirenden Zahl a\ dabei schreibt man jenen Antheil cosinus a 
oder abgekürzt cos. ce, diesen sinus (v oder abgekürzt sin. o. 

Der ^. einer 2^hl ist demnach der beziehliche Antheil derjenigen 

Sinus transversiv 

complex dargestellten natürlichen Potenz^ deren transversiv beziehlieher Exponent jene 
Zahl ist; wofern Exponent und Sinus in ein(*rlei Weise transversiv bezogen werden. 

Weil man ferner jeden Hechnungsausdruck auch eine Function der in ihm enthal- 
tenen Grössen zu nennen pflegt, und weil diese zwei Hilfszahlen « nebst noch einigen an» 
dern aus ihnen leicht abzuleitenden, besonders in dor Lehre von den Winkeln verwendet 
werden; so nennt man alle solchen Hilfszahlen überhaupt goniometrische oder Winkelf anctio^ 
nen, und insbesondere den Cosinus und Sinus die beiden Stamme oder Grund/anctionen, 
die übrigen aber aus ihnen hergeleiteten die Spross" oder Folge/anctionen, 

Führt man nun im vorigen %. für u und v die neuen Zeichen cos. m und sin. a ein, 
80 erhält man ., 

4ie Fundamenialgleichangen fwr die natdrlpche Potcnzirunf nach irunsifffsiv beziehlichen 

Exponenten; 

^1) e^ ~ cos.a^ ^stn^a 

(2) c-^ " ZI COS. a — l. sin. cc, und 

(3) ('cos.ccj^-^- ("sin.apzzip oder einfacher w^.a*+ xni.««=:l, 

Anmerkung. !. Bisher haben jene Mathematiker seit Thibaut , welche das in Redd 
stehende Potenziren in der Algebra oder niederen Analysis, ohne Voraussetzung geonieiri- 
scher Kenntnisse, rein als Gegenstand der Zahlenlehre — was es doch eigentlich nur allein 
sein kann — behandelten, diese zwei Grundgleichungen dadurch hergeleitet« dass sie. vor* 
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erst allgemeiiL e^ 'm die bdkannte nach dto) natürlich aikGiteig^den Poleozeti "voili 4?. fortachrei- 
tende unendliche convergirende Reihe auflösten und nachher die in 'dieser'. Herleatuo^ 
dunfhwegp ak ( reell yorausgesetzte Zahl x in die unmögliche oder . höchstens isiaginäre 

(ficdve) jr r — 1 verwandehen. Da ein aglcher. Vorgang vor einer besonnenen Kritik hicht' 
Stand zu halten vermag, so fand ich mich veranlasst, die hier durchgeführte Grundlegung 
zu dem besprochenen Potenziren auszudenken , der ich nebst tadelfreier Gründlichkeit auch 
noch den Vörzug*'iiis<>hr*6ibeil zu dürfen -glaube« dass sie, gleich der nun noch folgenden 
gedrängten Lehre sjplchen, Potenzirens« als der unendlichen Reihen nirgends bedürfend, in 
elementaren Lehrbüchern der Algebra, vor Abhandlung der höheren Gleichungen, die ihrer 
nicht zu entbehren vermag, Platz 'nehmen kann. 

Anmerkung % Man erhält hier Anlass, dem Cosinus, als dem direcl beziehlichen 
Antheile , den Vorrang vor dem Sinus, als dem transversiv beziehlichen Antheile der natür- 
lichen Potenz nach transversiv beziehlichen Exponenten zu geben. Ein Gleiches tritt ein, 
wenn man, wie es in der Geornetrie gewiss am natürlichsten geschieht, Cosinus und Sinus 
als Verhältnisse von Projecüonen zu projicirten Geraden definirt.*) Oberhaupt lässt sich in 
der Analysis, wie man vorzüglich aus Cauchyis analytischen Arbeiten lentnehnfen kann, ein 
wenn auch wenig erheblicher Vorrang des Cosinus vor dem Sinus nicht yerkenhen. Dess* 
wegen kann man auch den Cosinus die primäre öder ^att^^,. den Sinus die secund&rt oder 
Neben-Siamm/anction nennen. 

, $.69. 

Nähere Uniertuchüng der goniometrüchen Stamm/uncticnen. 

4 * 

L Aus der Gleich. (3) cos.a'^ -|- ^w.«*=:l . 
des vor. §. ist ersichtlich« dass cos.a^ und sin.a^ zwischen und 1, 

also cos» a und sin, a zwischen — 1 und -{- 1 etuh allen sind* 

IL Setzt man in Gl. (1) %. 58, e^^ — cos. « + 4: sin, a 
— a für a, so erhält man ^-^•zz ccs. {—'a)-{'^sin.[ — «). 

Man fand aber auch (ebenda) «"^*~ eos. a — | sin.a; - 

mithin gibt die Gleichstellung der Ausdrücke zufolge g. 51, b., 

cos, ( — a)~ COS. a , sin, ( — a) ~ — sin, a, 

in. NimiQt man in der Gleichung e^^ ~ ccs, « + ^ sin. a 

die Zahl a=0, so ergibt sich 1 — cos. '\- ^ sin, 0, 

mithin (». 51, 5,) co^.Ozzi, Sin.OzzO. 

Hieraus erhellet: 

IV. Für lim. azzO ist lim. ccs. «zrl,./^. sin. «ZZO, d. h. bei unendlich ahnehmender 



•) wie ich in Gninm's Archiv, Bd. 8, Heft 4, S. 332 «eieigt habe. 



Z4iki -»-^ mag ihre Bexiehung poskiv odier (Teraiöge II) negativ sein -^ ^irebe ihr Coüituu dbr 
ZM U der Smus dagigen der als ikren Grenzen zu; und 

V. DU Zahl a Usai sich ünnur sfi kUU denken^ daas ihres CosiAOS Beziebang po* 

sitiv ist. Ai^ * • I 

. . ^ , ^" — * *w« a . . i — CCS. a 

VI. 4u8 GL (1) in S- &8 folgt leicht -r =; hl * 

Es lässt sAclv aber (gemäss §. hl, Note) als bewiiQs^n yorauasetzen , dasa allgemein 
für ar~0 in 1 übergeht. Denn gilt dies einmal selbst nur für eine unbezogene 

Zahl .r, so muss es auch schon für jede wie immer — direct oder ti^'^ns^versiv oder »onjH 
wie abweichend — bezieliliche Zahl a; gelten ; weil dann dieser Quotient ein Rechnungs- 
ausdruck sein muss« in welchem« wenn man für die altgemeine Zahl a: die besondere Q 
setzt, alle anderen Glieder ausser dem einen 1 verschwinden , und weil die Beziehung der 
Null, in Absicht auf Grösse der verschwindenden Glieder völlig gleichgiltig ist. Danach 
wird fiir a ~0 aus obiger Gleichung 

sin. , 1 — ^ COS. 
^ ^ ' 

folglich lat — --=t ^ g zrO. 

Oder für aiz ist =1 , — 0, 

a a 

also auch für lim. a ZZ ist lim. ^^"' - — i. Um. ^^^' ^ — 0. 

a a 

Das Letztere bestätigt auch die folgende Verwandlung der Gleich. $. o8, (3). Sie 

gibt sin. a« = i — cos a« = ( I — cos. a){ t + cos. a) 

I I -*■ CCS. a ^^^ sin, a sin. « 

« "^ « i -|- COS. a ' 

daher muss für «=0 werden JzL^f^— |. , ^ — Q, 

« Irtl 

tf ff <vb ^tf 

Aus lim. * — ^z:l für iim. g~ ersehen wir nun dem hüchsi mehligen SeUzi 
a 

Du Zahlen können intfner so klein gedacht werden^ dass ihre Sinus ihnen selbst hin^ 

reichend nahe gleich an GrSssi und völlig gleich in der Beziehnng sind; 

Oder: Den kleinsten Zahlen glHektn ihre SkMss in Grösse and Betiehufig. 

r 

«60. 

Stamm/anclionen der Zahlenbificme. 

So wie $.. 58 GL (1) ^« — cos. a ^ ^sin. a, 
ist auch, wenn man a in zh^ß übei-gehen lässt, 

e=^ßi=icos.ß,:±2^si^,ß. ' • 



Hultiplicirt man beide Gleichungen mit einander, so erfolgt 

^(opfc^) — cos* a eci. ß ^ «n. a sttK ß^^ {sin. a cös. ß db cos. a sin* ß). 
Ertieut man aber ii^ der obigen Grundgleicbunj^ (1) $. 58 die Zahl «( durch das Zahlen- 
binom a±ß, so verwandelt sie sich in 

€*(«*^) ZZ €0S. (te ^ß) + 1 jwi. («± ß) ; 
daher, vrenn man die beiden letzteh Gleithutigen an einander hSlt, fi^cft man 

(1) COS. {a^tiß) — COS. a COS. ß^ sin. a sin. ß 

(2) ' sin. (ftH- ß) TZZ sin, acos.ß -^cos. asin. ßJ 

i. 6t. 

Stamiinf andienen vielfacher Zahlen. 

Ersetzt man eines Theils in der Grttnd|;leichung (1) §. 58. die Zahl a durch 
das Product nia» wo m ein beliebiger Multiplicator ist, und potenzirt man andern Theik 
diese deichtiug nach w <ab Etponentetl); so findet man fBr e^^ zwei Amdrficike, welche 
einander gleichgestellt 

(1 ) COS. ma -|- ^ sin. ma ~ {cos. « + ^ ®*^ *)* 

geben. Stellt man die letzlere Potenz complex dar, so findet m)U) sogleich Ausdrücke füt 
cos.ma und sin^met* , 

Uns genügt hier, m ^eine absolute ganze Zahl sein zu lassen, wo wir erhalten 

(2) CCS. ma::^ COS. rf* — f 2 1 rw. o"^* sin. «• + f ^ j cos. «■-♦ sin. a* , 

(8) sin, m aZZ (^J cöS. o*-* sin. ä — I ^J cos. o»-* sin. «» + f^j cos. o^sit 

Vorzugsweise betrachten wir «»zz2 und finden dafür 
(*) COS. iaZZcos.a^ — sina^ 

(•*>) sifi. 2 a ZZ 2 sin. a cos. a. 

Setzen wir noch in der ersteren Gleichung für sin. a^ oder cos. a^ ihren Ausdruck 
aus Gl. (3) % 58, so erhalten wir noch 
(6) eos. 2a~ 2 cos. ä* — 1 n l — 2 j/n. a«. 

«.«2. 

Siammjunciionen halber Zahlen. 

Bringt man in diese Gleichungen (6) für a ihre Hälfte ^ so findet man aus ihnen 

« \ /l + COS. a 



sin. «• • 



COS. 



a \ li 







2 



64 






Änderangen der Stammjdnctioneii hti wachsender Zahl, 

Sieht man in den. Gleichuogen (1) uad (2) des §* 60, Ciii* das obere Aggregations* 
zeichen, ^i^,.Zahi ß als Waphstbum der 4x an; so ßpdet .mai\i weoti maOt dprp r^* (»j hitr 
jf'n. a abzieht, ' . , , 

c«*. («4;-/^) — CCS' a~r— ccs^^^, (1 — €OS*^ß) -rr sin, a sin^ß 
sin. (a -}- ^) — sin. aZZ — sin* a (l — cos,ß) + cos» a sin. /?, 
oder auch, wenn man rechts durch ß theilt und wieder multiplicirt, 

, i o\ of^—^^^'ß 1 sin, ß ^ 

COS. Ca+p) —cos.aZZ — p I — : — - — r- cos.a + — — I— ^m. a I 

jm. (a + 5) — «n,«nr /y| =^ cos, a 1. Jin. a I. 

.. . • . V /9 /? . J ■ \ 

Lässt man nun. die Zunahme ^ der Zahl a so klein sein, dass 'hinreichend nahe 

^ • rzO und — ^ml ist, ($. 59, VI); so findet man für die Zunahmen von cos. a 

ß ß . . . - V .- ! 

und «m* «s hinreichend nahe . 

( 1 ) COS. (a + 1^) — cos, a ~ — ß sin. a 

(2) . Jfn. («+/?) — sin.aZZ ß cos.a. , 



'. '» 



!'.' 



Da c(^^. a und xm. et ihrer Grösse iiach nie die Zahl 1 übersteigen können, so musfi, 
Wfeiin' die' Zunähme' dar 2ähl a ünencllioh abnehmend, der Grenze ohne Ende sirh 
nähernd gedacht wird, auch die Änderung dos* Cbsinus uod Sinus unendlich abnehmen; 
das heisst aber auch kufz: ' 

Stetiges (keinen Zwisolienwerth übergehendes) Wachsen der Zahl hcU auch stetige 
Änderung ihres Cosinus und Sinus zur Folge, 



,.-..... ^ 64. 

Kleinste Absohitzahl mit . gleichen Stamm fufidionen. 

Unter den positiv bezieh liehen oder vielmehr unter den unbezogenen Zahlen gibt es eine 
gewisse kleinste, deren Cosinus und Sinus .einander gleich sind. 

Denn denkt man sich die. Zahl u stets positiv beziehlich oder insofern auch nnr 
ganz unbe/.ogen, und von an stetig wachsend, und bezeichnet man ihre jeweilige Zu- 
iiahine allgemein durch .^^ so daqs däüinachl/^ als-iZunahme positiv beziehlich isti so gilt 
von ihren beiden Stammfunclionen Folgendes : 

1. Ist a noch hinreichend klein, noch genug nahe an Null, so sind ihre Stamm- 
functionen positiv beziehlich, (§, 59. V und VL); mithin ist, vermöge §. 63 Gleich. (1) und (2) 
die Zunahme des Cosinus, — ß sin. a^ negativ beziehlich,'. 

Sinus , ß COS. u\ positiv 



„ „ „ I^IUUO , Lß %,va. Mf pWOIl,«T „ „ , 



d. h. bt die Zahl hinreicbead klein, so muss bei wachsender Zahl 
der Cosinus ab*» der Sinus aber zun^hrn^ ; 
also auch umirekehrt bei abnehmender Zahl 
der Cosinus wachsen' und der Sinus abnehmen. 

. 3» Für n±zO iit dlemanoh und genSis :|i rfi9v lUih ew.azas 4-:t.nn(d-iHii."a = + 0' 
d. h. Wird die stisug* abnehmende .positivtbeueUliiDbe 2Ubl «e endlich = 0-». so elrtichtiliU* 
£M. . ^ein»n grössten positiv .beuiehKcheiii, atsc^i.auch. üfaerhaupl stintn mäglieh grähtm 
Werih *\* \§ ihr si$u dagegen seigren kUimUnfimiio bezieUieHin ff^erth 0. 

3. Aus all Diesem und. aus« der an.sich idarien fiemerkung, ddss eine Terdnderliche 
Zahl üieiiials weder über ihcen. grdssten möglichen Werth hinaussteigen, noch unter, ihreh 
kleinsten möglichen Werth heffshsinken kann » .erhellet nun : 

Wenn die ' ZaM a von an stetig wuchst; 
muss tot. a Ton -^ i- nn; positiv beziehlich 'bleibend, stetig abnehmen« 
dagegen sin. « „ „ ,» „ ■ ' ,, „ zunehmen ; 

ttiithin itauss efidifcb einmal ihr eos. dem nifo.- ganz öder algebraisch (d. i. in Grösse und Be- 
ziehung) gleich werden; oder: 

Es miiss eine gewisse kleinste Absolutzahl gehen^ deren goniometrische Stammfunctiorun ein^ 
ander gleich und. 

• • • - 

Bezeichnen wir nun diese ausgezeichnete Absolutzahl mit e, so ist cos* 8~sin. 4. * 
Da nun, (§. 58, (3)) auch cüs. «» j:|. sin. s^ZZi 

sein muss, so ist , cos. s' ZZ sin. £? ~ ^ 

t •• . • I 

COS. B = /«n. 8 , ZZ-^ = i V"2. 

$.65- 

KleiiuU Absolufzahltn mä einer^ annuUirlen Stamm/utwtien. 

Setzt man in (. 61 Gl. (4) und (b) die Zahl aZZh so erhält man mit Rucksicht 
auf das eben Gefundene 

COS. 2«:^0, Hh* §r— + 1. 

Die doppelte Zahl a ist demnach die kleinste Absolutzahl, deren Cosinus Ntill, und 
deren Sinus + i ist; oder deren Cosinus den kleinsten absoluten, und deren Sinus den 
algebraisch grössten Werth hat. 

Setzt man nun eben daselbst «=2s, so. findet man 

cos, 4«ZZ— 1. sin* 4«ZZ0, 

Die vier/ache !Zahl e ist also die kleinste Abitolutzahl über Null, deren Sinus Null, und 
deren Cosinus — 1 ist; oder deren Sinus den kleinsten absoluten, und deren Cosinus den 
algebraisch kleinsten Werth hat. 

9 



«B 



.').'•' 'i'-.- .1 i , \ 'iil- ^ 1 



$. ^6. 



I 



.'li- ') T 



:'•/< . •• :5 .•!•) i; I»' i, 



iv mI ». / i .r'-i ,' i'. 



Lttdolphische Zahl oder .die t Zahl n. 

Ea laste sidh iimtiaudi nur get^ihgir Überlegung feinoehm/tfato cUfsei iii cter natfir* 
liehen Potenziriulg uaoh transyersiv- beidehlich«n £xponebtea ans^ezekthttete ZUil'i, öAit 
andaxt aus ihr leicht berechenbare Zählen, - tfie .üxreViJelibclien/miten (attquonem) Theile^ 
deren Umgekehrta(reciprokeWei^e),'Poteiix^D» Wurtehiir« dgl^^auch in' deai Aü^Hndttvgeh 
der Zahienlehre ouf'dib verachiedenev Zweige der bekoaderbnnMatlieüiatik- ei^enttiümiiche 
'Bedeutungen «ad BeoenntHigeni einhalten hönben. (Dle^^reiihnende Geombtrie, «b 'der .a^ 
frühesten ausgebildete Zweig der besonderen oder aogewendMi! ZaUei&lehp^» 'fand «ieh Ter«» 
anlasst, solche ausgeuichnele Bedeutungen und BenenfiiMgfn deif^ > Fi^T^^^^^ ^def Zi^ <» d. i* 
der kleinsten AJ^$olutzahl über.NuU, d^en Sinus JNull . ist^ beizulegen.] Yoi^; 4iei|ei^ Benennunr 
gen kann aber die Algebra, als abstracte (reine) Zahlenlehre, amjiighclisten j(iiir diejenigen 
benäueot die nicht auf Jea;e geopieirp^-hen, also jiipeci^llrwispqa^liaftUc^ben» ßedj^utunge^ 
abzielen. . : . , , . 

Darum nennt man in der Alsrebra die kleinste . Ab^olulzahl . über Null, deren Sinus NuiL 
üt, oder auch deren Co3inus den algebraisch kleinsten möglichen Werlh — 1 hat, die 
läUdolphiMChe Zahi^)» oder weil man sie als besondere Zahl stets durch n zu bezeich* 
nen pOegti die JÄ^Af /^. • i. '. i.f :i 

Ist sonach 4«ZzW;' so ist 2fi!:Z-^€ZII— *, •,«).• 

daher gemäss %. 64 und 65 , 

(1) cos. Äl^— ^1, sin. n ZI 0, 

(2) ^<^^'^'^ 0, sin.^ = + 1» 

(3) ^^.j=^^n- f-=^::;:-^V2.; 

Se^(, npLan^ in den^ Qleichungen (2) und {%) d. %. 61, aZür, .so wird Air jede ganze 
Zahl m , 

(4) co^. mWZZ ( — :!)", ««. .»»» ^Z 0, 

also fUr .gerade und ungerade Zahlen 

(o) COS. 2w7r~-f" U ^^^« (2^+0^ — — !• 

• * ■ . . . ■ . ' . 

7t 

Nimmt man aber aZZ— und mzi2n + l an, so wird . 

2 

(6) COS. C2n+1) ^n COS. (n + J)«= O.* sin. On+i')^Z± sin.Qn-^i) 7t±::i—iy. 

2 .*• r": . . '. ' - * . 2 

Aus den Gleichungen (0 und C^O d S- 60 findet m^n, wenn - man ^ erst rz 2nfr 
und dann~C2w+l)^ setzt, . » 

*) Von ihrem ersten ansführlichen Berechner Ludolph van Ceulen (Ton'K^hi). - • 



6«) 

(1) COS. (a±2nn')::zcos.a9 ^ #e«. (ait2n»)ZI — sin.a 

8) ecs. [a±(2n + l)ff]~ — cos.a, ' *' ^m. [«it(2n + l) «r]zi — m.a; 

dagegen wenn man azz (2n-|-l)-- ünd'ß^a setzt, 

li • ... .. , . 

(9) CO*. [(2 n + 1) -^-dL «Jzi =F sin. «, . if wr[C2 n 4- 1)-« ± «J — ( — Ü" c<>^* «• 

Die Kenntniss dieser Zahl tt thut uns demnach fiir die Potei^^ung nach trans- 
versiT beziehlichen Exponenten ganz besonders nodu Betör wiF]edocb z\i 'ihrer 'Berech- 
nung schreiten können, mü&sei), wir noch and^e aus den Stanimfunctionen leicht abzulei. 
tende und anstatt ihrer in viel^en Rechnungen, Yoftt^eilKafl^^i^rweildbare Auiar{i(;ke;'die sÖEge 
9taniiteii gpni0imeirmten Sprpssßuioiumen^ kennen lärneav. . ^ . . \ . , 1 1 

, - ■ ■ - ■.' I ) .. .^ 

8. 67. 

.V. .Gcmemeirische Sprossfunclionen. 

Die wichligsie, aus aen beiden gonioraetirischen Stammfunciiönen einer Zahl a able it- 
bare, Spross/unciion ist das Yerhältniss des Sinus zum Cosinus, der S^ecühdä'ren zur primären 
Stammfunction, genannt die TimgctUs ^r 2äA/ «^- gn^blrielien. iongens a oder kurz iang, a^ 
so dass man ßetzt: ' , ! ' , 

.sm.. a 

COS. a ' „ ' " V 

Zu diesen drei vfity^hmsten unfl gewöhnlich in Rechnung \iömmenAengomometrischen 
Functionen, den beklen 3t^anünfunctiönen {C\<)s1npirnnd 'Stntiisr urk) iht^ri^iühtigsten Spross- 
function der Tangente filgt man noch folgende untergeordnete Sprcssfunctionen hinaiij. i\&X / 

!• Die JUmgekehrtm^€äiif drei, und ^wiir^oeiinl ma^ ; „ ' . . \ -:- i 
das Umgekehrte des Cosinus die Secante,' ' 

der Tangente ,, Cotangente; und schreibt 



—4» i' 



sec.ot n; , co^^c. aZZ, » cotaZZ HZ 

cox.^ . - : situ\ft ; , <aitf. a sin.a 



oder 



*«c»a. riv.a^l, cosec.a. sin4aZ^i, cot.a. tang.a IZ 1; und 
2. Die Ergänzungen der zwei Stamm/unctionen zu 1, nämlich man nennt 
die Ergänzung des Cosinus ta 1 den Sinds verlas, * ^ ' 

,, ,, ,, Sinus' ,/^, ;, ChsinK^ versus, 

und sehreibt :. #ifiKanz:l.'Trf(>frfe,,:: ; tf^^i^ZZ\i-^süß,u, 

oder stnv^n .+. W.jfcJIS t» . . -^^*jr-^ «n^ «IZ 1. 

Diese 5 untergeordneten SprossFunctionen zu berficksichtigen werden wir jedoch in 
Torliegender Abhandlung nicht -wcttflr Tcränlasst sein. ' 

9* 



m 



v t 



n ri 11 *'»./ i : !i 



1 1 I 



, S. 68. 

Eigensc^fiend&' Tangente. ' . • - 

sin» 
L Für az:;:Owird tang^Oz^ :=. —, nSmlich iang» s: P; 

<^s» V . It 

ako auch für lim, a = ist lim. lang. a=0. ((. 59, III.). 
IL Es ist — 2 — :^ , ^ 

folglich (§. 59j VI) für lim.azziQ wird /«n. -^-^ — = lim. — I — ;= 4» 

m. Tangente eines Zahlenbinoms^i . fiheh unserer Erklärung der Tangente ($; 67) isV 

eang. (a± /?) = — "TTZ^' 

'^ . COS. (a ± p) 

jm. flc COS. ß db cw. a sin. ß 

cos.acos.ß'^^sin.asin.ß* 

und wenn man in diesem Quotienten Diyidend und Theiler durch cos. a eos.ß theilt, und 

wieder auf die Erklärung der Tangente Rücksicht nimmt» 

1 + ^An^. a tang. ß 

IV. Änderung der Tangente bei wachsender Zahl. Sieht man in dieser 6leichuiig, fiir 

das obere Aggregationszeichen , ß als -Waohsthum . Tön a an, so findet man die entspre 

chende Zunahme der Tangente 

täng.ß 

1 — lang, a tang. ß cos.ä 



« • 



« • 



*:*• ••'. 



i# 



tang. ia+ß) — tang. ^ = , ■ ,:^^ ^ ; ^ * rTTTÄ^ ... \ 



weil ' darin 



, , o ^ • sin.ß^ cos.a^A-sin.a^z^^t 1 
1 +/«?ig'.a* = 1 H 5 =' --^ = 



'..t 



cos. a* cos» «• cos. a* 



ist 



Ist die Zunahme ß so klein, dass man — ^' ^ nach II hinreichend nahe<^ 1 setzen 

ß 

kann« so ist die Zunahme vpn tang. a zureichend nahe 

tang. (a+ ß} — tang. a = — f-1 . 

'•■§.' 6». • 

• • • • -. 

Einschränkende Grenzen der Verhältnisse des Sinus und der Tangente zur Zahl, wenn diese 

hinreie^iend klein ist. 

In §• o9, VI und f. 68, IV fanden wir,- für hinreichend kleineZahlen ß, 

sin. (« -^ß) — sin. a z:z ß cos. tt 

.' . «":<(: :i • • ß 



■« ii 



w 



Sio lange a ^0 uiid an sieh klein genug ist^ mu^s <; i^^.'iDi'<^ 1; 

sin, C« "4" /?) — -''*»• « 



ß 

lang, (a + /9) — lang, a 1 



= COS. a ^ 1 



. vt. 

1 sein.N 



ß ces. a* 

Wenn nun nicht bloss ßp sondern auch a, und zwar diese rascher als jene, un* 

endlich abnehmend gedacht* also lim. azzO und lim, ßzzQ gesetzt wird; so nähert sicbco#. a 

wachsend» folglich --abnehmend» aber immer stetig der X, also findet man 

COS. «■ 

lim. — lSLJ^ 1, hm. — ^^ ^1» ^^ '«»f ß'=^o\ 

d. h. Für hinreichend kleine Zahlen ist das Verhältniss , ^ zur Zahl selbst ' ^^ ats^,\ 

der Tangenie grosser 

beide Verhältnisse haben aber i zur Grenze; 

mithin nähert sich bei stetig und unendlich abnehmender Zahl das Verhältniss. 

« ina ^^^ ^^1^1 j^^ gemeinschafittichen Grenze 1 stetig ^ , 

der Tangente ^ abnehmend. 

Nimmt man nun in de^ letzten Vergleichungen für ß einen genugsam kleinen 

« • , • * < * 

IVerth OL, so findet man 

sin.a v^ j ^^ lang^ a 
a a 

Ist die Zahl a positiv beziehlich oder absolut^ und mnltiplicirt man mit ihr diese 
drei stets positiv beziehlichen Zahlen , eo wird , . 

sin. a <C tf <C tang. a; . 

d. h. Jede hinreichend kleine Absolutzahl ist grösser als ihr Sinus, 

aber kleiner ah ihre Tangente. 

f. 70. 

Berechnung der Ludolphischen ZahL 

Betrachten wir die Verhältnisse einer beliebigen» einerseits durch ihre Tangente und 
andererseits durch ihren Sinus getheilten Absolutzahl a zu 4er zu berechnenden Ludolphi-, 
sehen Zahl n, und bezeichnen wir diese Verhältnisse mit p und q, so dass wir erhalten 

tang. a sin. a 

Dann folgt hieraus • 

sin. a a . ' a 

tang. a z= uz f «w, a rr -, 

tos.a pn qn 

' • • ' • ' ■ ■ ■ , ■ . ^ »• • •• ■. > '..j ' ij 

und, wenn man diese Gleichung durch jene theilt, eos. a zi ^. 



' . •^' 



90» 






mus8 eben so sein , ( ) . 

im-^azz-f— , COS. Ja -t-1-. 

... .. • - ft^ : ?i 

Zwischen (den Stammrunctiopen von a und J a bestehen ^ber die Beziehungsglei- 
(^hungen (6) und (o) d. §. 61; folglich^ wenn man in diesen die Stammifunclionen durch 
obige Ausdrücke ersetzt» findet man nach Weglassung der überflüssigen Factoren 

P 9 Pl 1 * Fl 

Sieht man in diesen Glelctiungen die auf die Zahl a beziehliohen Verhältnisse 

P und 'j^ ais 4jFcb* ^ifi^ Qleichangen tQ b^Mon^ a^ib*^ ^o kann n)ai| mi^teU ihrer, leiqht di^ 

' i 

auf die halbe Zahl« — , beziehlichen Yerhältpi^s^ '/i| .11^4 fi ^^^<ilPttp^^9r ^l>f,^4^®!^®?^ 



Zwecke eliminirt man aus ihnen q^\ indem man de^ ersten Gleichuüg die Form * 






3 

ertheilt und sie durch die aiweite dividirt, wodurch man dHitit 

(2) : ftW^^. 

■■■:■ .R*TO9^«l»'i.4^^^.« ?wpjtl? GM9hHnj; 



I i .1 t .*» i, 



• 4 



1* '. . . .' <, « * 1.' •. \ 



(3) q^ r= '^'^f'jPi •' . ir<i'':'v I. :!,!,-..'.).! vii. ^ r. 



Diese Gleichungen (2)j[jnd. (3^ lassen also frkennei^; 

1. dass />! das arithmeiisch'e i^j^itlel.vqn ^ lirid y, und 

2. dass y, „ geometrische ',/ m ? », />, ist, 
folglich dass p^ immer zwischen p und q ^ ^ . 

und y, „ „ q „ ^^ liegu 






\> \. 






Nimmt man die von Null verschiedene Absolutzahl a nicht grösser als 2s= — « 
nXmtic^ ö 



l.^. 'ÄJ?- ^. ■ . . 4 . i.V., 1* j . • ,>J I- . . . . J 'f 






.' M ' ;• . .» . --»' '.^ .\ -. i- • . ..... , " M. . :..... . ■ ' ;: ; 



« = « .ff 



0<;i—^ — <^^:;. folglich ^ind die Beziehungj^n. der goniometrischen Function«!^, 
dieser Zahlen a und — durchgängig positiv, also auch die der Zäblfen ^ q, Pi» qi* Mit- 

, — O - • ■ - 

« , 

hin sind in den Gleichungen eos. a=: ^und (^os.— ^^ die Cosinus positiv beziehlicfa 
und <^ 1 , also ist auch p <Z q und /i| <C qi» 



P<Pt<9 fi.<^9i<t. .).:,•.'..; 

daher im Zusammenhange 

P < Pi < 9i < y» 

• * 

Fortseitang. 

I 

t 

Wenn man nun die vorg^noniruene Halbirung der ^blK>lutzahl a fortwährend wie- 
derholt« und die (ur diese Zahl a durch p und q be^eidineten Verhältnisse 

rur die Zahlen _,_,_,_,,. F'**** 



• • 



ähnlich bezeichnet mit Pi »qi j p^^q^ ^ p» » 9b » Pa»^4 '^ /'■>?■;•« 

so bilden alle diese nach u^d nach aus einander zu entwickelnden Verhältnisse 
die Zahlenreihe , , - 

Von dieser gilt, dem Vorhergehenden gemäss. Folgendes: 

i. Die beiden erste« Glieder « p und qi werden für eine gewisse Zahl a ^ 

<. » \ •' • ' .. ' 

aqer -«-tt-» derei) cos., sin. und tang, man kennt« nach den Gleichungen (1) berechnet 

. i 2;. V4in diMea.zWei Gliederti nimmt man das arühamlis^he MiUel^ /»i > UkDdiMeUt. ^ 
als drittes Glied auf. : ... , ;>. ,. , -. ^ 

3. Von den nunmehrigen zwei letzten Gliedern « q und p^ , rechnet man das gec* 
metrische Mittel q^ » und setzt es als nächst folgendes Glied an. 

4. Und so rechnet man denn fortwährend von den zwei letzt erhaltenen Gliedern 
abwechselnd d(u arithmetische und geometrische MüteL 

5. Dann Jiegt jedes spätere Glied zwischen den beiden ihm zunächst vorhergehen- 
den, also auch zwischen jedweden zwei unmittelbar auf einander folgenden früheren 
Gliedern. 

6. MIthm müssen die Glieder dieser Reihe einer gewissen gemeiiischafUichen 
Grenze zustreben« welcher sie sich desto mehr nähern, je spätere sie sind, und welche dem- 
nach , gleichfalls Zwischen jeden zwei benachbarten vorausgehenden Gliedern liegt 

7. Diese Grenze der ohne Ende forttaufend gedachten Raihelkt ^^ ^ dtu^ ümge^ 

• . . ■ • .. : ... . ■ f ..^ ' ..I 

Jcehrtf iler,LiUdolphi^chen Zßf^l, und.zwi)r für sämmtliche *" °^*^ * Mittel oder ^°f^ !,. ^* 



geoBidtrUcbe* ' •'* ' >genftl5telltg< 

Glifedet^die Grebze ii ^"l*^"- . , . S i 

t t . Abnelimea. , . 



Deuf gemäss der gewählten Bezeichnungen sind nac^, fiio^gtr |{a)hiriin|;{der Zahl 
a für die sich ergebende Zabh -^ dre^ V<^hSltnisse - ' > - " \ 



« 








a 


F'' 




• 


i' 


^«^- 9. 


lang. « 
2- 


> 

« 




• 


a 
2" 


«e 








le 


T» 


• : n 


= 


i 

• 

n 


wt. -j; 


?•= « 


m 


xi'n. 0« 








"W 



• < 



• ■ 



Bei unendlich fortgesetzt gedachtem Wiederholen dieser Halbirung» das 19% fQr 
lim, n r= CO wird aber lim. — =z 0» also vermöge §, 69, 



lim. 



• « • 



folglich 



^«''^- 2- -^ 

H 1 und 
a = 


lim.- 


2» <: 




. 2». 




2- 

• 


Um. »B ^* — 


und 


/im. q^ -^ —. 

= .ff 



' ) 



8. Die gemeinschaftlichen AnfangszifTem jeglicher zwei umniittelbar auf einander 
folgenden dS'D^pciinalzirfilen'dargestelUen Glt«d«r deriReihe sind demnach . auch die An» 
fangsziffem des als Decimalzahl dargestellten Umgekehrten von n. 



•> • ' . .'. ;.\ f1 . 



Foriseizdng und Schluss» . . ^ 

... • . ...! ; 

Diese Berechnung der uiugekehrten Ludolphischen Zühl lässt sich ncch durch foU 

gende Bemerkung namhcift abkürzen. 

Je näher zwei Zahlen einander sind, desto mehr stimmt auch bekanntlich ihr geo- 
metrisches Mittel mit ihrem arithmetischen überein. Man wird daher bloss noch das ein- 
fächere arithmetische Mittel berechnen, wenn einmal die Glieder der obigen Reihe sich so 
weit genähert haben, dass ihr arithmetisches und geometrisches Mittel in hinreichend vie- 
len ersten DecimabiSiß^n mit .einander Übereinstimmen. 

Ja hier bedarf man nicht einmal dieser Berechnung der arithmetischen Mittel 

selbst, sondern man wird dafür, nur sogleich ihre Grenze — berechnen. Denn sind Jf und 

n 

B zwei gleichartige Grössen, und stellt man aus ihnen eine Reihe dadurch auf, dass m9ii 

als nächstes Glied ihr arithmetisches Mittel, so wie überhaupt fortwährend das arithmetische 
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' •' '' \ \ 



vA 



Mittel der beiden letzt auf^^estellten Glieder als neues Glied ansetzt; so ist, wie sich leicht 
zeigen Usst *), die Grenze der Glieder dieAff unendlich erweitert gedachten Reibe 

Bedient man sich der (dekidUcHeta) 1.e^^\h'itfei!r/ so lattn ttiiiln fffti^b ätJs^ben Lo- 
garithmen der einander scboit^ ktni^iefeeiM genäki^ten Glieder in derselben Weise den 

Logarithmen der Grenze --jberephn^n; weil der . ^o^arithn^ . df^ geometriscfa^p iM^UelS} 

zweier aabton da9 ttrithbäiiMiLe Miüeli^er LOglfritaMiefif>(lifes^'ZkhTäti<'W' "' ^' 

Zur CcntroU kann mi^9^/von zw^ MTersohidcbMieoi'-Wenbca: tmi ^x aeusgdhen, Jerati- 

i. .t > 

Verhältniss zu einander keine Potenz von 2 ißtk Hier mag es genügen , bloss a = — zu 

setzen, wofür = und 4^=1 wird (|* 10, Gl. tO)* ^^n findet dazu folgende, zusani- 
mengehörige Werthe: 



_ J \ . ! 



^ ■ 
< 1 1 



I - 



n 



Pn.. 



\ n 





0-30177^7 
O:3I4?087, 
0-31728ßD 
Q-3 180541 
0-31824o8 



ÖD 

6*3&85594 
0!325?40T 
0-320364a 
0-3188217 
0-3184376 
0-3ia341T 



ii . I 



■^«•3919400 
.9*4796867 
9-4972iai 
9-5014516 
9*5025010 
9-b02762T 



9'69R97ÖÖ 
9^*64«'4550 
»-^1401703 
9-50.16442 
9-5035479 
9*5030244 
9-5028935 



. > 



Ans den letzten Gliederpaaren berechnet man nun die Grenze 



und hieraus 



fot^ich 



— =.0-3183098, 



log: — = 9*-5028oÖÖ, 
n 



log. n = 0-4971500, 
n = 3-141591, 



log. — = 9-5028499 

\n - 



— = 0-3183097; 
n 



! 



> • 



• I 



Ug. 9 ,= 0-49715^01 
. n =; 3-141595. 



\ • . ■ 



1 



Mithin ist in 6 Ziffern genau - — = j)-3t«309 

n = 3-14159. 



*) Man vergleiche hiemit ÜK^meiiiem, in 'Ort</i«r/V ArcjÜT, ^« ß, K 4. $. 400—418 mitgeUieilten, Aufsaue 
den Art. tO, S. 410. -^ . . * — " . - 
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f. 73. 

Bsrechnung der drei gonionuirüeken Haup^uneiümmJ^ gegebene Zahlen, 

h Ist aeioe hmreicbend kleine Zahl, so ist (|» 69) , ' 

sin. a <^ a^ ^^^nf* « ^ a« 

Ferner hat man eos. a = 1 — 2i$in.ia)*, (|. 61,(6)) 

folglich» weil tin^^a <Z ) « ist, cos. «> 1 — J a* 

Theilt man dadurch die erste, ^nd multipUcirt man damit die zweite dw yorheri* 

gen Ungleichungen, so findet man, weil iang. a =r — —\alt, 

cos» a 

Mithin ist für hinreichend kleine a 
sin. « > « — J «• aber < a Fehlergrenze r= } a' 



/a«^. « > a *» < « + 



1— Ja« " ~ i— Ja« 

II* Gewöhnlich gibt man nur das Ferhällniss der Zahl a zu n, oder das Mass 
der durch it gemessenen Zahl a an* Zu diesem Zwecke theilt man ir in 180 gleiche 
Theile und nennt einen solchen Theil Grad (^; diesen selbst iheilt man in 60 gleiche 
Minuten (0« die Minute in 60 gleiche Secnnden ('0» und diese endlich theilt man decimal 
weiter unter; so dass man hat 

= 1% TTT = 1^ ^ = 1''. 



180 60 60 

IIL Von einem hinreichend kleinen solchen viellen Theile von n kann man nun die 
goniometrischen Functionen sogar schon berechnen» bevor man noch 7t selbst berechnet 

hat. Denn da «(^x.— = 0» im. — = 1 ist, so kann man gemäss (. 62, durch fortwäh- 

fS ff 

rendes Halbiren» endlich fQr die Zahlen--- und-r-r- den cos. und sin. finden, zwischen 

denen die Zahl a = 1' =: ,^^ ^^ oder a = 1" = — — -_- liegt, deren Functionen zwi- 

180.60 180.60« ^ 

sehen denen jener zwei Grenzzahlen liegen. 

Nun ist für hinreichend kleine Zahlen» sobald 

« ir 

2^ > " >2sr 

ist, Termöge S* 69 

fs it ^^ ^^ fS. tt <^ ■ 
sm. — - : 7- sm. a i a sm. --— - • ----- 1 



w 



folglich die Smus ihren Zehl^a,, gelbst höchst nahe prof^ortioairt, and also auch 



» I < . a <C , n I 
$iru — : -r- *tn. a : — sin. 



2» , 2*-r- n— 2«+* • 2*+* 

a ' 1 

Da in diesen Propöitionen fttf aznV der Quotient — — — 

^ ^ ^ 180.60. 

>, «=1" „ „ - = 180.60« 

ist: so kann man für sin. a zwei zureichend genäherte Grenzen berechnen, ohne n selbst 
zu kennen. 

8. 74. 

Berechnung und Verzeichmss der geniometrischen Funeticnen zu gegebenen Zahlen , und wirkliche 

Ausrechnung von Potenzen nach iransversiv beziehlichen Ejrponenien* 

Nachdem nun die Zahl n aufgefunden ist, kann man für alle anderen Zahlen ihre 
goniometrischen Functionen, so wie auch die dekadischen und natürlichen Logarithmen 
derselben berechnen und für den Gebrauch in bequeme Verzeichnisse — gtniemetrische 
Tafeln — einreihen. Gewöhnlich berechnet man jedoch solche Tafeln nur (ur gewisse, 
durch angenommenen Gebrauch festgestellte. vielteTheile von ir. und für deren nach einan- 
der folgende Vielfachen; wozu (nach %. 73. III.) nicht einmal die Kenniniss von n selbst, 
sondern nur die des Verhältnisses der Zahl zu n^ erforderlich ist. wenn man sich mit ange- 
messen wenigen Decimalstellen begnügt. 

Mit Hilfe solcher Verhältnisse lässt sich dann die Ausrechnung der complexen Polen" 
ten jeder beliebigen AbsobUzahl Tiach transversiv beziehlichen Exponenten mü zureichender 
Genauigkeit vollbringen. 

Wir können jedoch diese mehr bekannten Gegenstände hier nur kurz andeuten, 
und müssen auf die Lehrbücher der analytischen Goniometrie, besonders auf „Thibaut's 
Grundriss der allgemeinen Arithmetik oder Analysis » Göttingen, 1830. Cap. 12/' verweisen; 
weil wir den Raum zu den nachfolgenden, für unseren Zweck äusserst wichtigen und folge- 
reichen , Untersuchungen benützen müssen. 

$. 7«. 

Moivre's Bincmiat/ormeL 

Vermöge Gleich. (I) in g. 61 ist für jede Z^l m 

e^^ZZ(eos. a + ^ «n. «)"~c$*t ma-^^ sin^ ma» 
Setzt man hierin anstatt a die Zahl a -^idn^ wo a (so wie im Folgenden jeder 
Buehstabe des kleinen deutschen Alphabetes) eine durchlavfende positiv oder negativ beftidi- 
liehe gainte Zahl vorsiellen soll; so findet man, w«il geniKss GL (7) d. t« 66 diesen zwei 

10* • 



Zahlen gskttk *die»e\hm goulomttJi^^dtnätk Functionen' 7ul:omfnto,''fälg^ü4e holtet 'feiedeiit«mie 
und ergiebige Gleichung 

welche die Binomiäl/onnd düs^ Kom*^ ihifel. Entdeckers» .genannt wird,? *uwt ia welcher die 
Doppelklamrnern auf die Vieldeutigkeit der Ausdrücke der m Potenz von cos. a +4' **^* ^ oder 
e^^ aufmerksam machen; .. ^ . 



8. 76. 

FUlfäUigkeü der Ausdrücke der Potenzen und fFurzeln. 

Seiw man in der letzten Gleichung fiir die Zahl a erst 0, dann ä, so erhält man 
nach S- ^9 und 66 

(1) (C+ ID)" = e^''*^"'' = m.(2a)m;r +4 «n. (2«)2wr 

(2) ((_ 1))« — ^^+^^"''— cö^.(2a+l)fl«f+4*m.(2a+l)m», 

I. /i^ der ExpontiU m eine ganze Zahl, so sind auch (2a)m und(2a+l)m ganze Zahlen, 
erslere immer gerade letztere aber nur dann, wenn m gerad ist, folglich ist gemäss Gl* 
(4) und (o) d. 8-66 

COS. (ta)mn ZZ+ 1, cos. (2tt+()7n7rZI (—1)", sin.(2a)mn:=i sin. (2a+t)m?r— 0, 
daher 

((+1))"»= «^^^ = +1, ((— i))2"z: e^^^^u ((—1))*^*= ^2wi)^rr — 1, 

wie auch sonst bekannt. 

IL Ist aber der Exponent m keine ganze Zahl, so müssen die Potenzen ((+1))" und 
(( — 1))", weil die willkürliche ganze Zahl a von — oo bis -(- ^ wachsen kann, im Allge- 
meinen unendhch viele complexe Ausdrucks weisen gestatten. 

Hierbei lässt sich jedoch fragen , ob nicht doch und wann bei den cos. und sin. von 
CtQi)mn und C2<i-j-l)m;r eine periodische Wiederkehr ihrer Werthe, also auch der Ausdrücke 
von ((+!))" und (C — 1))", eintreten könne, d. h, ob es nicht Paare von Zahlen a und a' 
gebe, für welche jene Functionen und diese Ausdrücke gleich ausfallen. Da nun zwei Zahlen 
nur dann ganz gleiche goniometrische Functionen besitzen, wenn sie um ein Vielfaches von 
2^ unter sich verschieden sind {%. 66, Gl. 7); so liegt die Antwort auf obige Frage in 
den zwei Bedingungsgleichungen 

l^mn — 2a'wflr — b.2flf , (2a+l>»» — (2a'+l) mnzu b.2;r. 

Diese zwei Gleichung^en leiten aber auf die einzige < • 

(a— a')m zH b oder ^ «i =— — 7 • , 

• ihmI äu8t dieser elvielit uMnaogieidi: . • 

^ i: I; Bei «deii Potenzen idev^direfH beueUifabeni Emheit irikl eine ^^i^ 



ihnnr im All^^hieiMn' 'ooniplexM AnsdHIcke Aur-iD <l6m Mle» dann aber blick <1iothwen« 

dig ein» wenn der EskponetU tiiÜ raiUnale Zahl iti* • .1. ' 

— - • • 

2« Isl demnach der Exponent irraribtiol, mhhin kein Vielfaches Tön ihm einegantö 

Ztthl; so hat jede Potenz der direct beziehlichen Einheit unendlich viele v^rdd^ied^he ond 
durchaus complexe Ausdrücke. 

IlL ff^enn nun der Exponent m rational^ also (mit Rücksicht auf 1.) ein eigexttlichisr 
(unganzer) regelmüssiger Bruch ist, dessen Zähler und Nenner den grössten gemeinsehaft- 

liehen Theiler t haben» und der durch die möglich kleinsten Zahlen dargestellt — folglich 

kt ' 1^ ' '- ' - 

selbst = — ist; so bleibt es in den Ausdrücken der Potenzen ((dzl)) gestattet, Zähler 

nt 
und Nenner der Hultiplicaloren yon a durch / abzukürzen; und sonach ist 

.((+1))-' = / " n/ " =((+!))" 



— COS. ^ — i__;r 4-| sm. StlLn 



n 



kt . (3afi)*f , (Sof 0* k 

— X — -T—n X n 



n n 

Zur weitem Vereinfachung dieser Ausdrücke werden wir, was immer verstattet bleibt, 

« 

k 
die Beziehung des Exponenten — bloss auf den Zähler k übertragen, und dafür den jj^en- 

ner n unbezogen nehmen. 

Nun gebe de durch n getheilt c zum Quotus und b zum Reste, welcher positiv 
beziehUch und nicht NoU, abo höchstens dem Theiler n gleich sein soll, und: daher* 

weil k und n Primzahlen unter sich sind* jede der n Zahlen 1, 3, 3, n sein muss. 

E ben so gebe (2a+i}Ar durch In getheilt :( zum Quotus und, je nachdem k |^erad oder 
ungerad ist, zum Reste 2b oder 2b — 1* nämlich entweder alle positiven geraden Zahlen 
2, 4. 6,..«. 2n, odeF alle ungeraden Zahlen 1, 3, 5,.«.« 2n-f-l über.0 und nicht über 
2n; so dass auch hier b::zl« 2, 3.«^ .. n ist. Es sei nämlich 

tt*ZZrn-|-b., (2a-|Tl)*~c»2n +2b , wennigerad 

.ZIIC«2n+2b — 1, wenn A: ungerad ist;. 



dann hat man 



I. 



< 1 1 



n X V( n . « . . 

' ' • • ' • * ' ; I I • , • ' . . . . . , • I . . » 



n 
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Siibslitiiirl man diese Ausdrilöke, so kann mao geoiiss GL (7) in f. 66« c« 2m überall 
weglassen, so dass nur noch die Zahl b zurttckbleibu Diese ist aber Töllig unabhängig 
▼on k, mithin darf für die möglich grösste Vereinfachung auch kzz 1 oder ~ 2 gesetzt 
werden. Auf solche Weise findet man 

r" 4'T'' Qb ^b T » 



(( — O) " IZ « * ZZ cosZ^jn + 1 sin — n — ((+!)) *ZI If'ZiT wenn k gerad, 

((— i)) " ZZ « " ZZcos}lz}.n'\'\sin?!tlln — ((—1)) * ZZ WZ^ wenn * ungerad. 

« n 

Und so ist zugleich streng erwiesen, dass die Umgestaltungen 

((+!» " ZI (([+1]*)) " ZI (C+IB " 

(C-D) * ZI (([-!]*)) " =: ((±1)), " wenn k ^"j^j ist, 

auch hier gestattet sind ; was übrigens wohl schon im Begriffe einer Potenz nach gebroche- 
nem Exponenten gegründet ist. 

Jede Potenz der direet heziehlichen Einheit nach einem regelmässig gebrochenen Elxpo» 
nenten wird demnach auf eine Wurzel aus einer gleichfalls direet beziehlichen Einheil zurück' 
geleitet, indem man 1) Zähler und Nenner des Exponenten — den Potenz- und Wurzelexpo- 
nenten — von allen gemeinschaftlichen Theilern befreit, 2) die Beziehung des gebrochenen 
Exponenten auf den Zähler (Potenzexponenten) überträgt, also den Nenner (Wurzelexpo- 
nenten) absolut darstellt, und 3) die Potenzirung nach dem Zähler (Potenzexponenten) 
ausfuhrt. 

« 

Multiplicirt man obige Ausdrücke von W'^r^ ^'^ ^^"^ ii> 1* gefundenen -|-1 n 
.*-^-^^ — ^-4Jff; so erhält man für die Wurzel der direet beziriilichen Einheit die Ausdrücke 

(b ^ i 9 2, 3, • • • • n).- 

Von diesen Formen wählt man jedesmal diejenige, ' bei welcher (tir den betreffen- 
den Werth von b der Zähler positiv beziehlich und am kleinsten ausfällt. 

Jede Wurzel aus einer direet beziehlichen Einheit hat demnach so viel verschie» 
dene Ausdrucksweisen , als der Wunustexponent zäbk, und ton diesen sind blos jene ein* 
fach direet beziehlich, in denen der in der allgemeinen Form gebrochene Hultiplicator von« in 
eine ganze Zahl übergeht; näqilich^*' :z 
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wenn n uogerad ist, wird nur für b = n die V"+l = +* ^^^ V^ — ^ = — i 



n 



»9 »9 



■ 

Alle übrigen Ausdrücke, so wie flir gerade n sämmdiche Ausdrücke der H^ — i, sind 
dagegen complex. 

Z. B. So findet man mit ROcksIcht auf L 

furn = 2 und bzil. 2, »fq:T=(^, e^) = (—1 , +1) 

für n~3 und bzzl, 2« 3, weil td. _— _, #ii,_— — y*3 ist, 

fe = ( /f , - ... -^f ) = (i±ü2 . _.. i=m). 

IV« Die Ergebnisse der hier durchgeführten Untersuchungen geben uns aber nicht 
bloss die Anleitung , alle Aasdrücke der Potenzen und Wurzeln der direct bezogenen 
Einheit, ((+1))'* und (( — 1))*, aufzustellen, sondern auch die der Potenzen und Wurzeln 
jeder beliebigen direct beziehlichen Zahl o. 

Denn es ist ± ^ '^ ±1* vo/L abs. a, 

daher ((+«))■= ival. abs. ay^* ((+!))■ 

Desswegen genügt es vollständig» wenn wir unsere ferneren Untersuchungen über 
die Vielfilltigkeit der complexen Form der Potenzen und Wurzeln lediglich auf jene der 
Wurzeln aus der direct beziehlichen Eins beschränken. 

%. 77. 

Birüeksiehtigung der /räker erwieanm VieldevUigkeü der ablenkenden Beziehungen pon 

Wurzeln. 

Legen wir in den eben erwiesenen Ausdrücken ' 

Sb 2b— 1 

der durchlaufenden Anzahl fe ihren niedersten Werth i bei, und bezeichnen wif diene iodi* 



m 



▼iduelle Wurzel ^urch^da^ einfache Wurzelzeiqhen, so ist, mit Rücksicht^ auf die, im 3. 
Hauptst J, $! 3b"*:-* 42/abge*takdeltev!elde6ügk'eit der ^Bezießungen der Wurzeln, 

. ' BesichteU man ferner, das^ 
ist, 80 findet man das folgende äusserst wicnti|;e Ergebniss: 

iiL'„ • ' 21.- H-' '■• - » - •'- ■»" 






i zz cr^ir -.er-);;* 



« » • 



- Cb ZI 1, 2, 3,..'.. n) d. h. . ' 

1. Die iii tiersc/k'e dfnen Fofmm i ^er n^^ /f^arzein aus zt 1 Wnrf insgisamnu du 

1 (Eins), genommen in den n nach einander /olgenden ^ * ..^ Aufstu/ungen der nfach 

aJbgesla/icn* n^gßiiveT}. ßeziehmig^ 

2. \Qi^ ^^.v^rscAf eiferen, ^oiynfin 4fr n*®" Wurzeln aus + 1 **W insgesatfimt die i» 
genommen in den n nach einander Jolgenden AuJsUifuMgen der njaoh ahgestufun positiven 

Beziehung. 

t^^ .' 1 . • • • . ^ ' 

Neue wichtige JV^ähthuf dfBr\ AAaly^is^) ~ , 



j I » 



Jede natürliche Potenz nach iirüfn' träfiheruv beziehlick'^ tJjpfiihentefi tH^ie Ein- 
heit, geho\nmen in einer Ü^erhitMpt äbfenkeniten 'Beiiehuitg , •d^¥eti Jbt^ntung ton drrOrund' 
heziehung sich zum Gegensatze oder ziir 'ÜmTehkuhgf so tkrhält, tw> der Ea^pohent • zmr' Ias*' 
dolphischen Zahl (n), oder deren Ablenkung durch den Exponenlen vorgestellt wird, wenn 
man den Gegensatz oder die Umlenkung dur^h.'« darstellt 

Denn nach dem bisher Gefundenen ist 

«■J^" = +;i = cy--) 1 = c-)M ' ^^^^ = - ii = (v--)'i = (-)*! 

1 - 1 . . . « _ «... 2 



, ab . . , 2b^ . 2b-i • ' 2b— I 

i«iUMn;pUj <t^ 5«»/f%',4ieihi?r..i|Bf^^ 



8t 

Überhaupt, weno iü ^<* das Verhältniss des Exponenten a zu n rational, also dem 
der zwei ganzen ZaUen Jk und n gleich« . nämlich a : tfzzt: n ist; so findet man alZ — n, 

daher 

Es ergibt sich demnach hier die Beziehung, der 1, indem man die negative erst 
itmal abstuft, und die n fache Abstufung wieder £fach aufstuft; oder wenn man den n^ 
Theil der Umlenkung ilmal nach einander wiederholt; also, verbat sich., die Ablenkung der 
Beziehung der 1 in e^f» zum Gegensatze (zur Umlenkung), wie k: n oder wie a: n. 

Sobald der Satz aber fiir jedes rationale Verhältniss a : n gilt, muss er auch für 

jedwedes irrationale gelten ; denn dieses ist nur eine Grenze eines veränderlichen rationalen 

A . . 

Verhältnisses^ von gleichzeitig unendlich wachsenden Gliedern, n und A-. 

n 



a k 

Es ist nämlich, wenn — ZZ Um. — für lim. n m » und lim. k ^i o:> ist, 



i=7tUm.~^ ^" = e^ "^^ = Um. e^^'l — lim. (-)-l = i^yüi. 
n 



a 
a 



Man hat demnach überhaupt «*=« ^r=(tf )" , 

— n n iL 

also auch/" =^«.« + 4. nn. a = (—1)» — (\^— i)" ZZ (K— )" i = (— )'' i- 

Der Exponent a in ^ '^ lässt sich demnach als Masszahl (Zahlwerth) der Ablenkung 

der Beziehung der dieser Potenz gleichenden Einheit ansehen , wenn man den Gegensatz 

oder die Umlenkung durch ff vorstellt. 

1 

Für a — 1 ist / n cos. l-f-| sin. 1 n V^—l ZZ (V"— )1 = (— )''l. 
Als Messeinheil der Ablenkungen oder als Ablenkung 1 dient daher hier diejenige 
Ablenkung, die irfach wiederholt den Gegensatz oder die Umlenkung liefert. 



%. 79. 

Nächste Folgen. 

Aus diesem für die Lehre von der Ablenkung oder Abweichung der Beziehungen 
der Grössen äusserst wichtigen Lehrsatze, der bis jetzt verborgen geblieben war, weil 
man noch nie mit solcher Sorgfalt, als hier geschehen, Grösse und Beziehung an den 
Grössen unterschieden hat, flieasen nun zunächst folgende Wahrheiten: 

11 



n %K 

a a 



1. Die Potenz /" ZZ cüs. a -f 4, sin. « r= V^— 1 = y"+1 = (— t)* Z2(:+l>&» 
ist jene Wurzel aus — i, deren Grad — ist, also 



auch,, „ f, +<» ri w — >**; 

oder jene Potenz Ton — 1, deren Exponent — 



ff> »9 »9 »» \ ^> »» ff "SL *®^' 



2i 



jede solche Wurzel oder Potenz genommen in der um den Betrag a ablenkenden 
Beziehung. 

2. Da der die Ablenkung der Beziehung messende Exponent a sich stelig ändernd 
(wachsend oder abnehmend) gedacht werden kann; so harinonirt dieser Umstand sehr gut 
damit, dass auch die Ablenkung der Beziehung mancher Grösse slefig sich ändern kann; 
was z. B. bei der Ablenkung der Stellung oder Richtung eines sich umdrehenden Gegenstan- 
des von der anfanglichen Stellung oder Richtung am klarsten sich erkennen lässt. 

3. Weil jede. Grösse A auch als sie selbst einmal genommen, mit 1 (Eins) multi- 
plicirt, nämlich A z=: i,ji dargestellt werden kann, und weil jede Potenz und Wurzel von 1 
der Grösse nach immer wieder 1 ist; so kann man auch jede Beziehung 9, in welcher 
diese Grösse genommen werden soll, von der Grösse selbst auf diesen Multiplicator 1 über- 
tragen, also q> A zzi cpi, A darstellen, z. B. dtz A ZZ (=Ll). A , dZ'^A = (±4^1). A, 

Nachdem lids nun die Bechiiung selbst in den Potenzen und Wtirzeln der direct 
beziehlichen Einheit, so wie in den ihnen gleichen natürlichen Potenzen nach transversiT 
beziehlichen Exponenten, auf die ihnen gleiche Einheit, in angemessen abweichenden Bezie- 
hungen genommen, geleitet und dadurch gewiesen hat, wie die Einheit mit ihrer ablenken, 
den Beziehung in eine derlei Potenz oder Wurzel ganz innig verschmolzen wird; so können 
wir diese Potenzen und Wurzeln vortheilhafl. benutzen , um du httrtffendt abweichende — 
wedejr directe noch transversive — Beziehung jeder Grösse in bekannten Zeichen anzudeuten, 
und daher in den ferneren Rechnungen die bisher gebrauchten neuen und jedenfalls be- 
fremdenden Zeichen der ablenkenden Beziehungen bei Seite zu lassen. Auch diese allge- 
meinen Beziehungszeichen sind, so wie die besondern, -|-, — , |,, den Zeichen der Grössen 
vorzuschreiben. 

Auf diese Weise können und werden wir überhaupt, wenn qp was immer für eine 
Beziehung andeutet, anstatt (pA lieber (qp!)*^ oder «gpl.^ schreiben, und insbesondere 

anstatt (y^—yA oder (— ) A lieber (y"— 1>^ oder C*-l) ^ oder € ^ A , 



8» 



anstatt (y^-^^'j <ydbr Ö— )»^ Iwbfer iy^—iy'Joäet <— 0"^ adw i • ^;*) ' 

■ »-I 

„ ,aJ'+)^.; (ilqri)^ :, e •''^, cb=i. 2. 3..... n). 

Anmerkung 1» £s dürfte zwar scheinen, als hätten wir dieses Mittel schon rom An- 
fang herein in unseren Erforschungen der ablenkenden Beziehungen benützen sollen; allein 
wir würden nicht nur nimmer die Beziehung von der Grösse so streng geschieden erhalten 
haben, sondern auch zu einem solchen unnatürlichen und gekünstelten Vorgänge nicht durch 
die Rechnung selbst veranlasst gewesen sein. 

Anmerkung 2. Zur Vereinfachung und leichteren Erkennung der Bezeichnung der 

ablenkenden Beziehungen möchte es Tielleicht angemessen sein, die der Messeinheit der 

1 
n — 

Ablenkungen entsprechende ablenkende Beziehung y — ^ oder ( — )'^ durch ein eigenlh&m" 
liehet Zeichen — ja nicht durch einen Buchstaben — tu bezeichnen. Ich würde« um darauf auf. 
merksam zu machen« dass dabei eine Abstufung der negativen Beziehung anzudeuten sei* 
das Negativilütszeicben mit ein paar darunter gestellten Punkten, nämlich -rr, Torscblagen; 
zumal dieses Zeichen« meines Wissensj sonst noch von keinem AJgebraisten gebraucht ward» 
in der Hand« und Druckschrift leicht ausführbar ist» und zugleich das unmittelbare Dar« 
überschreiben des Zahlwcrthes, z. B« a« der Ablenkung der betreffenden ablenkenden Be* 

Ziehung gestattet« als: —• Sonach wäre 

a a 

e ~ cos^ a + i'*'*-«— ( — )* 1="^1> e '^ A ZZ (coi* «+4' '*'*• ä)Azz C — )'' A 'ZZ,'^A. 
Indess um nicht durch solche neue Zeichen mdner Abhandlung ein allzu fremdar- 
tiges Aussehen zu geben« halte ich es für rathsamer« mich mit den üblichen Zeichen, so 
gut es geht« zu behelfen; zumal diese die weiteren Umstaltungen der Rechnungsausdrücke 

namhaft erleichtern und von den gleichgeltenden Zeichen e ^« ( — )^« -^« so wie von den 
durch Andere vorgeschlagenen das erste auch in der Schrift möglichst einfach ist« 



t. 80. 

Entferntere Folgen^ 

L Jede complexe Zahl lässt sich als Prodact einer absoluten Zahl mit einer natHrli» 
eken Potenz nach transversiü beziehlichem Exponenten darstellen. 



•) Man kftoa toDath (-1) '^ ^ oder e^'^A kun Itsea: ,«die am • ablnkcnd iMudilicbe (GrSsta odtr Zahl) ^.<< 

11» 
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Demi es ist a-^-j*^ ~ ^ (l~^4'"^)* Welche Grösse «uiu) direcie Beziefauag qoii 

äUch die Zahlen a und b, also auch ihr Quotient -^ haben! mögen; so muss es doph 

unter den zwischen — oo und -|- qo begriffenen Tangenten sicher eine, diesem Quotien- 
ten völlig (in Grösse und Beziehung) gleiche, daher auch in jedem Bereiche von Zahlen^ 
deren Tangenten nicht nur zwischen und oo sich ausbreiten, sondern auch zur Hälfte 
positiv, zur Hälfte negativ beziehlich sind, eine gewisse Zahl co vorkommen, deren Tangente 
jenem Quotienten ganz gleicht, so dass 

b sin, o) 

— IZ tang. HO ~ ' 
a cos, 0} 

gesetzt werden kann. Hieraus folgt nun 

COS. <o sm. oo — Y^cos. «« + wt. «« 

Die Zahl ai muss also auch so beschaffen sein, dass ihr Cosinus zu ihrem Sinns 
sich eben so verhält, wie a zu b, und dass die Beziehungen dieser Functionen jenen von 
a und b entweder gleich oder entgegengesetzt sind. Richtet man, was natürlicher ist, diese 
Beziehungen gleich ein, nämlich jene von cos. o) gleich der von a^ und also die des sin. o 
gleich der von 6; so muss die vorkommende Wurzel positiv beziehlich oder nur absolut 
genommen werden. Man erhält demnach 

(O — ^ ZI -i- ZI ml. abs. Kaa+i«"zi r, 

COS. Q) Sin. Gl 

wenn man den absoluten Werth der V a*-j-^« mit r bezeichnet. 

Dann findet man für die Zahl (o nach den Bcstimmungsgleichungen 

.«^ a . b b 

C-) ^os. €0 — , sm. CO IZ — . lang, w ZI — 

r r a 

zwar immerhin noch, wegen §. 66, Gl. 7, beliebig viele, je um 2;r von einander unterschie- 
dene Werthe; aber es wird sich doch nur ein einziger, positiv beziehlicher, 2 fr nicht über 
steigender Werth dafür mit Entschiedenheit aufstellen lassen; der denn auch fernerhin immer 
gemeint sein soll. 

Sind so aus a und b die Zahlen r und oo berechnet, so hat man 

(3) a IZ r CCS. co , b ZZ r sin. od, 
folglich 

(4) a"\-^b ZI r (cos. w +4^ ^^^* ^) — ^*'^- 

Nach Cauchy nennt man die Absolutzahl r den Hodul und die goniometrisnhe com* 
plexe Zahl cos. w +4' ''w.w , oder die von ihr ausgedrückte Potenz r^", den reducirtcn 
Ausdruck der vorgelegten complexen Zahl a-^^b. 

11. Besehen wir diesen Ausdruck der complexen Zahl von einer neuen, bis jetzt 
|ioch Von Ni^onanden betcbauten» Seite» indem wir «rwägen^ dase r^^. ^ tes. <» +4- ^^* ^ 



vermöge des von uns, in %, 79> 3.j Gefundenen die Beziehung andeuten kann, deren Ab- 
lenkung von der Grundbeziehung durch die Zahl oo vorgestellt wird. Dann - spricht -der 
Ausdruck 

(0) a + lb — e^'"r — C—iy^r 

folgenden höchst wichtigen Lehrsatz aus : 

Jede durch eine complexe Zahl a-^-^ b vorgestellte Grösse ist eigentlich die durch den 

Modul r der complexen Zahl dargestellte Grösse in einer Beziehung e^^ oder (^ ^ gencm^ 
men , deren Ablenkung von der Grundbeziehung durch eine Zahl <o gemessen wird, welche zu 
Cosinus und Sinus die Quotienten der Glieder der complexen Zahl durch ihren Modul hat. 
HI. Hieraus und aus Früherem ($» 58 und 78) folgt auch umgekehrt 



to 



(6) f^^r ~ ( — D^yZl r cos, © +4' ^ ^^^* ^» 

d. h. Jede von einer Zahl r vorgestellte und in einer Beziehung, deren Ablenkungs - Masszahl 
« ist, genommene Grösse kann als complexes Aggregat (Binom) einer direct beziehlichen Grösse 
r cos» n und einer transversiv beziehlichen r sin. w dargestellt werden. 

IV. So ist denn thatsächlich nachgewiesen, dass jede, wie immer abweichend be- 
ziehliche Grösse auf zwei gekreuzt — direct und transversiv — beziehliche Grössen zurück« 
geführt^ also durch eine complexe Zahl dargestellt werden kann, und dass die complexe 
Form die allgemeinste Form aller Zahlen ist, wenn ihre Grösse und Beziehung zugleich be- 
rücksichtiget werden* 

S. 81. 

Betrachtung über die Äquivalenz complexer Grössen mit ablenkend beziehlichen. . 

Über die Wahrnehmung, dass eine direct beziehliche Grösse a mit einer transver- 
siv beziehlichen b in die complexe Grösse a -^"^ b aggregirt einer ablenkend beziehlichen 

e^r ~ ( — O^r gleichgilt, wofern r und oo nach den Gleichungen CO und (2) d. %. 80 

bestimmt werden; und umgekehrt, dass eine ablenkend beziehliche Grösse e^r ZI ( — V)^ r 
zweien gekreuzt beziehlichen Grössen, der direct beziehlichen a "^ r cos. m und der trans- 
versiv beziehlichen b ZZ r sin. a», in die complexe Grösse a-^^b aggregirt, gleichsteht, 
haben wir noch folgende gewichtige Bemerkung zu machen. 

Es scheint, als vereinte (vergesellschaftete) man dort zwei Grössen a und b in Eine 
r, und als zerßillte man hier Eine Grösse r in zwei a und £; und doch ist weder das 
algebraische Aggregat a-j-b der zwei direct beziehlich genommenen Grössen a m^d b der 
direct bezogenen Grösse r, noch ist die' Summe der absoluten Werthe jener zwei Grössen 
a und b dem absoluten /Werthe von r gleich, sondern immer grös^r als djifSjer; was. Bei- 
des deutlich aus der Gleichheit • ^ . «^ .• >•,,<,. u 



n 



oder auiah aiu der ' < / 

i 

erhellt. Dafür aber ist 

r* IZ a* + Ä* ZI (r ccs. mj* + /^r sin. (oj*^ 
nämlich die zweite Potenz des Zahlwerlhes r gleicht der Summe der zweiten Potenzen der 
Zahlwert/u a utid b. 

Nun schätzt man aber die Grösse^ den Betrag oder Werth einer Grösse, welche 
an und für sich, d. i. abgesehen von ihrer algebraischen Beziehung, genommen wird, nach 
ihrem Yerhältniss zu einer festgesetzten Messeinheit dieser Art von Grössen^ welches die 
Masszahl oder der Zahlwerth dieser Grösse genannt wird; und man legt die Beziehung der 
Grösse selbst auch dieser ihrer JVlasszahl bei. Hie Yergleichung der also, direct — positiv 
oder negativ — bezogenen Grössen uqd ihrer Zahlwerthe kommt aber mit der Verglei. 
chung der unbezogienen C^bsoluieq) Grössen oder ihrer Zahlwerthe nur noch da überain» 
wo die Beziehungen beider positive (ursprüngliche) sind. 

Positiv falten aber auch jetzt noch immer die Beziehungen der zweiten Potenzen 
dieser direct beziehlichen Zahlwerthe aus, und diese zweiten Potenzen steigen und fallen 
mit den absoluten Zahlwerthen der Grössen selbst. Dadurch kann man sich veranlasst 
sehen, bei direct — positiv oder hegattv — beziehlichen Grössen die Schätzung ihrer 
Grösse nicht mehr nach den eben so wie sie bezogenen Zahlwerthen, sondern nach den 
jedenfalls positiv beziehlichen zweiten Potenzen dieser direct beziehlichen Zahlwerthe vor- 
zunehmen, und eine solche zweite Potenz etwa den Schätzungsbelcuif oder fVerthanschlag 
der betreffenden Grösse zu nennen.^) 

Acceptirt man eine selche Schätzungsweise direct beziehlicher Grössen, so sind von 
obigen durch 

aZU r COS. w, b ZZ r sin, w, r — ^^^l» tibs. V^a* + A* 
vorgestellten Grössen die Werthanschläge 

Ä* ZI (r CCS. (»;«,. *« ZZ (r sin. w^«, . r« ZI ä« -f i« ; 
mithin ist r* iz a* + i* .= fr cos. aj^ + C^ ^'^» ^J'^- 

d. h. ff^enn eine ablenkend bezogene Grösse r in zwei gekreuzt beziehliche a und b zerjällt 
wirdj oder wenn zwei gekreuzt beziehliche Grössen a u?iä b in eine ablenkend beziehliche r 
zusammengezogen, vereint werden; so geschieht diess jedesmal so, dass der Werthanschlag 
des Vereins r den IVerthanschlägen der (vereinten) Glieder a und b zusammen genommen 
gleich ist. 

ff^ill man aber auf eine derartige Schätzung nicht eingehen, so kann man das Paar 

^ In Klmlicher Weüe 8ch«t«t man l>ekantitlich seboo Ungst d«n Werth eines Diamants nicht nacb der einfachen, 
sondern nach der qnadrirten (sweitgradig potcnsirten) Aniahl der Karate, die er wiegt. 



m 

dttrGröM^n 0^ und A ikIs Substitut* öder >als Compbnenteil^) dereitieh r ansehen/ und be- 
dingeAj daiss jedesmal die zweite Potenz des Zabiwertbes r dieser einen Gvösse so grofbi'ScJt 
wie die »jdvieiten Potenzen der Zahlwertbe a und b ibrer Substitute« > ' «. , 

./Auf flolche Weise stellt man sieb demaacfa in % 2& Tor, dass man anstatt eihelr^ ia 
•di^ Rubrik der in dem Betrage co ablenkend bezieblioben Grössbn, einzutragenden Grdtt^ 
r in die Rubrik der direct bczteblicben Grössen die Grösse a zt r cos* m 
und in jene „ transverstv ^, „ ,, „ b ZZ r sin» m 

einschreibe. 

«. »a. 

Vergleichung der compUxen Grössen in Absicht auf das Grosser* und Kleinersein derselben^ 

Weil die Glieder einer complexen Grösse wegen der Kreuzung ihrer Beziehungen 
ungleichartig sind« und nicht eines allein« sondern beide zugleich auf den Werth oder 
Betrag der gaxizen complexen Grösse Einfluss haben; so muss man diese Grössen entweder 
nach den unbezogenen (absoluten) Werthen ihrer Glieder schätzen und in Absicht auf 
Grösse vergleichen, o^er nach solchen von den gekreuzt bezogenen Gliedern selbst her- 
stammenden Ausdrücken, in denen die hinderliche Kreuzung der Beziehungen wegfallt. 
Das erstere, dem Anscheine nach einfachere, Mittel würde eines einfachen Zeichens für die 
absoluten Werthe oder Grössen der beziehlich genommenen Grössen bedürfen, allein ein 
solches — sonderbar genug — fehlt noch in der Algebra , wiewohl es oft anzuwenden 
und benölhigt wäre» Das aridere und üblldhe* Mittel gründet sich darauf, dass die zweiten 
Potenzen direct beziehlicber Zahlen inamer po&itiv beziehlich sind« Ma|i betrachtet darum 
zur Schätzung der Grösse oder des Werthes einer complexen Grösse a-f-J-^ entweder mit 
Gauss die von ihm „Norm (norma) der complexen, Grösse" genannte Summe der zweiten 
Potenzen ihrer nicht mehr transversiv sondern nur direct bezogenen Glieder a i^nd b, oder 
was mehr Beifall gefunden zu haben scheint, mit Cauchy den von ihm ^^Modul der com- 
plexen Grösse'* genannten absoluten Werth, väL abs. y a^-^b^, der zweiten Wurzel aus 
der Summe der zweiten Potenzen ihrer nicht transvers, sondern nur direct bezogenen 
Glieder; wonach die von dem Modul dargestellte Grösse angemessen ablenkend beziehlich 
gefnonitnen> die eomplexe Grösse selbst als ihr Äquivalent stellvertrtttl 

Wie man nun leicht einsieht, kommt es bei der Vergleichung der Moduln zweier 
complexen Grössen lediglich auf die absoluten Werthe ihrer Glieder an. Wo die Glieder 
der complexen Grössen gleich sind^ da sind auch die Moduln gleich; und ein Mojdul ist 
um so grösser als ein anderer ^ je grösser eines oder 'beide Glieder im Vergleiche mi^ 
denen der anderen complexen Qr^ssersmd. Dabei Jtaiin sogar das direct- beziehhche GUed 

der einen mit dem transversiv beziehlichen der anderen verfirlicben werden. 

I •. : .1 .. ° 

-t) ^vie in ddt Meobanik tw^ilKaft^ iiditMstA^nstOiiriät (CompoMtnt&ä) e(ta^ glekb|elten«^ - '(iTt^iiivalefiteto) 
oder resultirenden Kraft sein können. 






- '> . Von «inem Grösser- oder Kleinersein zwischeo zwei comple&en Grössen kann 
luUürlich^ weder nach der absoluten noch nach der algebraischen Bedeutung des Grösser 
und Kleiner, die Sprache sein; weil die den complexen Grössen zu sub&tiluirenden Moduhi 
im . Allgemeinen in völlig yersohkedenen, weder gleichen noch entgegengesetzten, Ton der 
Grundbeziehung ablenkenden Beziehungen genommen werden. Man niüsste daher zur Be» 
Zeichnung solcher Yerglsichungsstufen complexer Grössen eine neue Benennung einfahren, 
vielleicht „ff^eitcr und t^Enger,** oder „Ausgebreiteter und Eingezogener (Bescbrttnkter) 
u. dgl. 

$.83. 

Wichtige f^erwendung der abweichenden Beziehungen der JF'urzeln, 

Vergleicht man zwei verwandte mathematische Forschungen« Bechnungen» Auflösun« 
gen von Aufgaben u. dgL mit einander; so zeigt sich oft» dass in ihnen nicht bloss eine 
einfache Zahl, sondern eine Potenz einer Zahl entgegengesetzt aggregirt, in der einen addir^ 
in der andern subtrahirt wird. Solcher Gegensatz der Aggregation lässt sich an allen Po- 
tenzen nach ungeraden Exponenten durch blosse Entgegensetzung der ursprünglichen Bezie* 
hung des Potentiands bewirken ; weil wenn p \n — p übergeht, p^^^ in (— p)^'^^ — — p*"t> 
sich verwandelt. Allein bei Potenzen nach geraden Exponenten bewirkt eine solche Entge» 
gensetzung der Beziehung des Potentiands keine Änderung in der Aggregation der Potenz, 
weil (—/?)*" ~/>^ ist. 

In einem solchen Falle muss man zu den ablenkenden Beziehungen seine Zuflucht 
nehmen; man wird nämlich, um p^ in — p^ zu umsetzen, p in (^—)^ oder gemäss 



2« 
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(w—r\ — ^^^"^ —C 2b-l ,, . 2b-l ^ 

vir — 1 ) p ZU € /? ~ I cos, — - — n -f-^' ^*^« ^ }P 



(b i , 2, . • . n) 

verwandeln, d. h. p in einer der 2n ablenkenden Beziehungen der 2n**" Wurzel aus einer 
negativ beziehlichen Zahl nehmen. 

Hier nun erkennt man sogleich, dass man sich desselben Mittels auch bei ungera- 
den Exponenten bedienen könne. Man kann nämlich, wie auch immer der Exponent m 
beschaffen» nämlich gerad oder ungerad, sein möge, um p"^ in — p^ zu verwandeln, p in 

iW-^P oder 

W—T — ^"^^ _r 2b-l , , . 2b-l ^„ 

in W — \ p ZZ € p^Zlcos. ff -|-^ sin. nfP- 

V wi tn ^ 

(b ZZ 1« 2, • • . • m) 

vertauschen, d. h. p in einer der m ablenkenden Beziehungen der m**" Wurzel aus negativ 

beziehlichen Zahlen nehmen. 



Anmerkung. Zur Vergleichutig : ond^fiWeit^rifiiii VerideulliHhiulig dieses' Ge^^linsUndes 
möge man in Cmmeifj Gepmetrie der SieUung übers, v, Sclmnoacher, !• Tbei)» Allona«, 18i0, 
die ||. &4~96 a«dile»en, .^ < . 



. \ t 



• S. 84. 

Andere Ansicht von dem Ablenken der Aggregäiionsbeziekung] 

• < i t 1 

Die beschriebenen Verwandlung^weisen der Reziebuogeo der Pptentiande machen 
uns aufnierksam» das Ablenken der Aggregalionsbeziehungen yon Grössen noch aus einem 
anderen Gesichtspunkte zu betrachten. 

Man kann nSmlich ganz allgemein» mögen die von den Zahlen vorgestellten Grössen 
was immer f&r Beziehungen zu einander eingehen» sich vorstellen , deiss die Aggregalion der 
Zahlen sich dermassen medißcire, dass nicht - die Zahlen selbst, sondern erst gewisse Potenzen 
derselben entgegengesetzt aggregirt werden* 

Und danach kann man diese anderartige Aggregation der Zahlen in zusammenge* 
setzten Factoren oder in zusammengesetzten (mehrgliedrigen) Potentianden , durch deren 
Multiplication oder Potenzirung man auf Potenzen jener Zahl gelangt» folglich auch die, 
eine solche Aggregation nach sich ziehende Beziehung der Zahlen sowohl» als der von ihnen 
vorgestellten (repräsentirten) Grössen, als nicht völlig, sondern nur zum Theä, der ur» 
sprünglichea entgegengesetzt» als oipht völlig smlenkend, isondem als bloss obledkemA oder 
abweichend« betrachten. 

Man dürfte hiedmrch — wie es mir selbst im Sommer 1844) erging — verleitet 
werden» zu wähnen» dass man auf diese Ansicht die Lehre von der Ablenkung oder Abwei- 
chung der Beziehungen der Grössen gründen könne; allein man wird bald einsehen» dass 
hiezu keine geringere Fiction erforderlich wäre» als zu den imaginären Grössen selbst» die 
man doch umgehen will» und dass man auf diesem Wege nicht zu der so folgenreichen 
Erkenntniss der Vieldeutigkeit der Beziehungen der Wurzeln gelangen könne. 

S. 85. 

Schlussbetrachtung. 

Nachdem uns die Lehre von dem Potenziren nach transvers beziehlichen Exponen- 
ten überwiesen hat» dass alle complexen Grössen gewissen abweichend beziehlichen gleich- 
gelten» und nachdem wir die Zulässigkeit abweichender Beziehungen mit aller Gründlich- 
keit dargethan haben: so unterliegt es keinem Zweifel mehr» dass alle diejenigen Doctri* 
neu der höheren Algebra oder der Analysis» welche mit solchen complexen Zahlen rechnen» 
festen Grund und Bestand haben, und mit Hilfe der hier gegebenen Grundlehren einer kla- 
ren Auslegung fähig sind; weil das Rechnen mit abweichend beziehlichen Grössen keinem 
Anstände mehr tinterliegen kann» sobald das Abweichen der Grössenbeziehungen ausser 
Zweifel gestellt ist, 

12 



' :Zu ^ehen Doctrinen gehören vomebmliob: 

' 1) die Lehre Tön den complexen -^ sogfenannten imaginären •>— tf^arzelw$rikim (War» 
zeln) der den ersten Grad übersteigenden algebraischen, so wie der tramioendenten 
Gleichnngen ; 

2) das Differefiziren von Functionen complexer Veränderlichen« 

3) das InUgriren complexer Differentiale^ 

4) Cauchy*s Lehre von den bettimmlen Integralen innerhalb imaginärer oder complexer, 

^ fe>lglich abweichend beuefalicher Cli^tegratlons-) Grenzen. 

I • ■ ' ■ . 

Zu noch grösserer Aufhellung und Verdeutlichung unserer Theorie des Ablenkens 

der GrössenbeziehuQgen und ihrer Anwendung auf die Analysis und auf die höhere oder 

analytische Geometrie werden wir in dem folgenden Hauptstücke das Rechnen mit com- 

plexen Grössen geometrisch verafispl;iau^h^a,. und die abweichenden Beziehungen der 

Raumgrössen bildlich vor Augen legen. 



Ffinftes niaaptstiick. 



Z^chMnde DarsWUung abweicheftder 6enebung>6n von Ramngröaflmi und graphische 
Erläuterung des Rechnens mit abvireichend ^ insbesondere mit gekreutt bezieUicfaen 

oder complexen bestimmten Grössen und Zahlen. 



. $' 86. 

EinUüung, 

Von den Raumgrössen können nicht nur in entgegengesetzten ^ sondern auch in 
abweichenden Aggregations-Beziehungen vorkommen : 

1. die- Strecken (begrenzten Geraden)« 

2. die Winkel und 

» 

3. die sie bestimmenden Kreisbogen, endlich 

4. die ebenen Figuren. 

Am anschaulichsten und verständlichsten lässt sich die Abweichung der Aggrega- 
tions-Beziehungen der Strecken graphisch darstellen; wesswegen wir sie ausführlich erfor- 
schen und zur zeichnenden Erläuterung des Rechnens mit abweichend beziehlichen Grössen 
und Zahlen verwenden werden. 



I I • ' ' \ 
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'- ' ^ " A. AUefeikeiide Bexiehungen der Streckeil. 
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$. 87. 



Gegensalz der AggregationS'Beziehangen der Strecken, 

Ad beiderseits begrenzten Geraden, kurz ^Strecken'' genannt« beachten wir aasset' 
ihrer LSng^e (Grösse) auch noch -ihre Richtang, Die letztere- ergibt sich-, wenn man alle 
Punkte Atr Strecke, wie sie von dem einen Orenzpunkte aus bis zum anderen nach einan« 
der hin liegen, äufFasst; und danach nennt man den ersteren Grenzpunkt den ersten, Aus' 
gangs* oder Anfangspunkt, und den anderen den letzten oder Endpunkt der Strecke, und 
deutet diessi auch rai Anschreiben derselben an. 

Entgegengesetzt gerichtete, in einerlei Punkt A anfangende Strecken AB und AB^ 
der nämiieken Geraden' XK\ in Fig.. fO stehen in entgegengesetzten AggregationS" Beziehungen in 
Abst4;hC attf den Abstand ihres Endpunktes von einem jeden fixirten Punkte O dieser 
Geradien. 

Denn es ist OB-n OA + AB, aber OB^ -= OA — Aff^ die Strecken AB und 
j(J9' Werden deitmäch in der Bereclmung dei^ Abstände OB und OB^ entgegengesetzt ag» 
gregirt. 

Der Absand eines Punktes ß einer Geraden XX' von einem gewissen fixirten Punkte 
O derselben wird demnach durch ein solches Aggregat OA*^AB oder OA -^ 'AB von 
Strecken Uestimitit, und dut'cb diesen Abstand wird wieder jener Ptonkt B selbst , als End- 
punkt der letit aggregirten Strecke, benimmt. Man' verallgemeinert daher die hier vorkcni' 
menden Begriffe^ indem man eih sbkrhes' Aggregat entweder einstimmig oder entgegengesetzt 
gerichteter Strecken als Bestimmungsmittel, als Bestimmendes (Determinans), oder nach dem 
üblichen Sprachgebrauche als Bestimmung (Determination) des fraglichen Punktes B, in 
Hinsicht sowohl auf die in voraus schon fixirte Gerade oder Axe XX' als auch in Absicht 
auf den in ihr fixirten Punkt O, ansieht. 



§88. 
Ablenkung oder Abweichung der Aggregationsbeziehungen der Strecken. 

I^er* G^genäätz der algebktoschen oder Aggregationsbeziehungen von Strecken ist 
dcinnach dai'ch d^n Gegensatz der Richtungen dieser Strecken bedingt. Allein einer Rieh* 
tung kann' eine ändere , mit ihr ans einerlei Punkt ausgebende, nicht bloss entweder iden* 
Pisek (einstimmig, gleich) oder aber entgegengesetzt sein, sondern sie kann auch von ihr auf 
mancherlei 'Weisen verschieden sein, von ihr abweichen oder ablenken, mit ihr allerhand 
tf^mkel brldeui von dento solche, welche je zwei einander entgegengesetzte Richtnngen mit 
einander nadien / gesireckte ff^inkd hetasen und aDesammt onter sich congruent sind« 

J2* 



Desswegen kann sieb an eine Strecke OA einer Geraden X'X in Fig. 11. nicht bloss 
nach ihrer Richtung OAX, oder mit ihr gleichgerichtet, eine andere Strecke A B anschliessen, 
und sich zu ihr hinzufügen (addiren) oder nach entgegengesetzter Richtung» wie AB*, von 
ihr sich lostrennen (subtrahiren), sondern audi nach vielerhand abweichenden oder ablenken- 
den Richtungen, wie nach ABu AB^^ ABb, oder nach den ihnen selbst wieder entgegenge- 
setzten AB'u AB'^ AB*zy sich anschliessen oder anfügen ; um so nicht nur die Punkte B 
xknAB' der Geraden XX, sondern auch die ausser ihr befindlichen B\^ B^^ B% und B'u ^s« 
£^8» zu bestimmen. Der Anschluss — die A.ggregatkon — ei.i;ier Strecke ^^ an eiqe gewisse vor- 
handene OA kann demnach nicht bloss additiv und ^l)trafQtiv> ein^seits positiv andererseiia 
negativ« zusammengefasst direct, sondern auch mannigfaltig ablenkend, abweichend erfolgen. 
Daher ist auch die algebraische oder Aggregatipnsbeziehung einer zu betrachtenden Strecke, 
im Vergleich mit einer gewissen zu Grunde gelegten Beziehung, theils direct — positiv 
oder negativ — theils ablenkend, abweichend. 

Überhaupt ist demnach die Ablenkung oder Abweichung der algebraischen Bezie- 
hungen zu aggregirender — in einem gemeinschaftiichen Grenzpunkte an einander zu knüpfen- 
der — Strecken durch die Ablenkung oder Abweichung der Richtungen dieser Strecken von 
einer, ah posüive oder Grundrichtung, festgestellten Richtung bedingt, d. i. also durch die 
Winkel, welche die Richtungen der Strecken mit der Grundrichtung machen* Oder es ent- 
sprechen einander, bedingen sich wechselweise: 

die algebraische Beziehung und die Richtung der Strecke, 

die Grundbeziehung und die Grundrichtung; 

das Ablenken der algebraischen Beziehung von der Grundbeziehung, und: 

das Ablenken der Richtung der Strecke von der Grundrichtung, d. i. 

der Winkel der Richtung der Strecke mit der Grundrichtung. 



Aus/uhrliche Zergliederung derselben. 

Gemäss dem im Früheren (§. 24 — 28) über das Ablenken algebraischer Beziehungen 
Erörterten und dem über die Natur der Winkel von der Geometrie Aufgestellten erkennt 
man nun leicht Folgendes: 

i. Dem Gegensätze der algebraischen Beziehungen zu aggregirender Strecken, oder 
der Umlenkung der veränderlichen Beziehung einer Strecke aus der Grundbeziehung, ent- 
spricht der Gegensatz der Richtungen der Strecken, also der gestreckte JFinkel; daher ent- 
spricht der Kreuzung der algebraischen Beziehungen solcher Strecken der halbe gestreckte 
oder der rechte ff^inkel\ dem Übereinstimmen einer Beziehung mit der Grundbeziekung^ 
wenn jene anfangs von dieser noch gar nicht verschieden gedacht wird, der JFinkel NulU 
dageg^ wenn jene auf diese nur wieder zurückkehrt, derv^(/e (doppelte, gesitr^ckt«) If^inkel^ 



• 3. GUichm 4H<'^H^ ^^ ^IgebraiBchan ]te9iehun^cs9 4^'S<r«QkM)yQti:4«rGrund- 
besiebung geboren glf^icbe Abweicbang?n der Aicbtungi^a der $tretkeii:T0a:iler(.Gri|«dri€b- 
tiing ixxy d« bt gleiche fFinkel dex; Ricbtuogea der, Sirecken, mit, der Gtuo4ricbtaqg. , . 

S.Damhbier Bestimmtheit berrsche, nur Eine Beziehung mit Einer Richtung zusam» 
mengehöre, müssen sämmtlicbe Richtungen 'in einerlei Ebeue entbaken^seiih, und die Ablen- 
kungen der Richtungen von der Grundrichtung, aus nach eiiier fbstgeseiaieaxStfite derselben 
bin genommen werden« 

4. So wie die nach einander folgenden Ablenkungen der Richtungen von einander, 
oder ihre Winkel, zu einander sich addiren; eben so addiren sich auch die Ablenkungen 
der ihnen entsprechenden Beziehungen zu einander. Mithin gehören Gleichvielfache der 
Ablenkungen der Beziehungen von der Grundbeziehung, und der Ablenkungen der angebö- 
rigen Richtungen von der Grundrichtung zusammen; und sonach sind die Ablenkungen der 
Beziehungen von der Grundrichtung d^ Winkeln der zugehörigen Richtungen mit der 
Grundrichtung direct proporcionirt. Daher gilt die IVopcrtion: 

Die Ablenkung der algebraischen Beziehung jeder Strecke verhält sich zur Umleniung 
oder dem Gegensalze solcher Beziehungen , gleichwie der Winkel a der Richtung der Strecke 
mit der Grundrichtung sich verhält zum gestreckten Winkel; 

folglicb» wenn dieser jederzeit durch G bezeichnet wird, wie a i G. 

«.90. 

Beuiehrmng der algebraischen Beziehungen der Sirecken. 
Eine algebraische Beziehung« deren Ablenkung zur Umlenkung sich wie die Zahl • 

9 

zur Ludolphischen Zahl « verhält, bezeichnen wir, gemäss %, 79, 3., durch (— 1) '^ ~ r*^. 
Um also durch dieses Symbol die algebraische Beziehung einer Strecke anzudeuten, deren 
Richtung von der Grundrichtung um <jen Winkel a ablenkt, muss, in Folge der Gleicbstel« 
lung der zwei demselben dritten Verhältnisse — der Ablenkung zur Umlenkung -— gleichen 

f 

Verbältnisse (J. 89), in der Poten?: ip^=(— 1)* 

der Exponent < sich verhalten 

zur Ludolphischen Zahl ff, wie 

der Winkel a der Richtung der Strecke mit der Grundrichtung 

zum gestreckten Winkel G, « . 

nämlich « : ir := a : C 

"n e ^^ a 
Hieraus nun folgt für ( — 1) der Exponent =v 

und n 0^ 9 » fi m — 

Gm 



Si 

W^idlt dMmfiNSh eint Stre<ik« ton llei' Lffnge r mitihr«r Richtanl; von der Grund- 
rithtunf «tndenf Winkel a ab: so ist die Bezeichnung ihrer algebraiilchett Bteiehtfng, odei* 
eigentlich der nach Ihrer Richtung (in solcher Beziehung) genommenen Längendnheif,' 

id^ich die.Bexcieknung der also bezogenen Strecke r 

l 

I II, .... tf. 

wofern - =z -- und a ~ •— — ist. 

n G Gift 

S. 91. 

Analytische iUssumg der fF'inkel. 



I • 



Der hier vorkommende Qnatieot oder das Verfaäkniss drückt dtn Zdblwerth 

Gin 

o.der die Masszahl d^ Winkels a aus^ wenn der a^ Theil des gestreckten Winkels 6^.d. L 

derjenige Winkel > der sich zum gestreckten wie 1 zu ^ ~ 3*1415936«.. verhält und der 

daher» eben so ivie der gestreckte selbst, eine unwandelbare Grösse besitzt, zur Messeinheit 

der Winkel gewählt wird. Diese der Analysis von selbst sich darbietende — analytische — 

Q 

Winkeleinkeilt — , wird den nach/olgenden Forschungen Überall zu Grunde gelegt^ und ist 

180^ 

demnach, wenn der gestreckte Winkel in 180 Grad (")getheilt wird, = ZU 57*2957795 ...» 

9t 

also derselbe spitzige Winkel, den ich (1846) in einer« inGrunerfs Archiv Bd. 8, H. 4« Nr« 39, 
& 400 '-^:4I8 yeröSentUchten Abhandlung ^^den Gehren^ zu nennen vorgeschlagen habe*. 
Bezeichnen wir nnn« io Rücksiebt auf diese für die Analysis festgesetzte Winkelein- 

hltht, den Kahlwerth odclr dre Masszahldes Winkels a mit a; so ist obiger Quotient-;— =«. 

Gift 

Gewöhnlich nennt man den so gemessenen Winkel a selbst kurzweg ^den Winkel 

«^; was auch wir künftighin befolgen werden. 

Bei dieser analytischen Winkelmessung ist demnach , 

der gestreckte Winkel ZZ ft, 

ft 
der halbe gestreckte oder der teobte Wink^ ^^=^ V * 

der doppelte gestreckte oder der volle Winkel = 2^. 

Einfachere und fernerhin zu gebrauchende Bezeichnung der algebMischen Beziehungen der Strecken. 

Halten wir demnach fortan fest an der analytischen Winkelmessung, so ist vermöge 
%. 90 und 91 obiger Exponent b IZ a, d. i. gleich dem Zahlwerthe a des Winkels a oder 



I 

gleich dem Winkel «# unil ddber beniMba^n mr die «IgtfbtAteMdie BeitidUiiygjeiMlP iiin:dfMt 
Winkel a von der Grundrichtung ablepkepdeii. ^tr.ec|i« r, oder die also ablenkend bez&- 

gene Längeneinheit durch ( — 1) = e"^*, , 

folglich die dermassen ablenkend bezogene Strecke r durch 



(- l)"r = e^r: 



1 



«i 



• Einfachste algebraische Bestimmung der Punkte iM einer Übene. ' "^ 

Ist in einer Ebec^e ein Punkt O (Fig. 12} i|nd eine ypn ^hoi a^agpb)^n{}e^ A,ic]l;kMi^g 
(Halbaxe) — Grundrichtung OX fixirt; sp wird jeder andere Pui^kt. ^^ djijev^fir E^ene^ in Ab- 
sicht auf diese beiden fixen Gegenstände, ganz natürlich und alsp.aj^f)^ u^ eiMiifa^hstej;^ wi^ 
folgt festgelegt oder bestimmt: 

1. Die Richtung aus dem Fixpunkte niich dem zu bestimmenden Punkte hin legt 
man fest, vermittelst des dazu anzugebenden Winkels a dieser Richtung mit der Grundrichtung. 

2. In dersefben Richtung macht man den geforderten Punkt fest, mittels seines Ab- 
Standes a von dem fixen Ausgangspunkte O, 

Auf diese weise stellt sich der zu bestimmettde Punkt A als Endpunkt der in je- 
nem Fixpunkte ü anfaogendeo Slsecke^OA dar« welche durch den Winkel a ihrer Ricfalong 
mit der Grundridhtung OX der. Lage nach, und durch ihre Grösse oder Länge a der Aus» 
dehnung nach, folglich durch beide diese Elemente völlig: bestimmt ist 

Da nun ^a die algebraische Bestimmung und Bezeichnung dieser «SVr^^^^ ist, so 
können und werden wir dieselbe auch als die algebraische Bestimmung Aes fraglichen Punk* 
tes^ als des Endpunktes der Strecke, gebrauchen« 



Zusammengesetzte algebraische Bestimmung der Punkte in einer Ebene oder Aggrega^ion ablen* 

kend be%iehlicher Strecken, 

So wie der Punkt A durch a und a in Hinsicht auf O und OX bestiiqmt wird ; 
.^en so kann iz^ Rücksicht auf A und auf die zur OX |{e ^Fdprch ß und b der Pnnkli^ 
Jieftimmt werden ; ferner in Hinsicht auf B und BZ \ \ OX durch y und c der Puokt C 
u. s. f., bis endlich durch fc und m ein letzter Punkt Jlf bestimmt wirdL 

Die nach einander folgenden, ^trecken 

a^ b, Cp d, • m • , * m, 
Ton depen j^de folgende ^9, anf^pgt, wp die vorhergehende endet, und welche mix der 



Gmndficlnnng OXoder mit einer ihr glei^hgerichteieiiPdralleleii^der Ordnung nachdM'Wiokel 

• «» /?» y* ** - • k . • j» ■ '•'■' ' •-» r 

bilden, folglich in den algebraischen Beziehungen 

€^«, e^, e^, €^;. .'.'.. ^*^ • *•"' ' ■ ■ 



.J-O. 



Torkommen» schliessen sich an einander zu einer gebrochenen Linie {Polygonale), OABCD • • • .M^ 
deren algebraischer Ausdruck die Summe 

^«a 4, e^b + c^^e + e^ d + + e^m 

st und als algebraische Bestimmung des Punktes Jf dient« so wie die gebrochene Linie zur 
geometrischen Bestimmung dieses Punktes Ter wendet wird. 

Das an einander sich Anschliessen der Strecken in eine gebroehen^e Linie versinn- 
licht demnach das Vereinen oder Zusammenaddiren ablenkend beziehlicher Grössen, ins- 
besondere isolcher Zahlen, wenn die Strecken nicht bloss, wie sie von Natur aus sind, un- 
gemessen, Sondern bereits durch eiberlei Längeneinheit gemessen und also durch Zahlen 
dargestellt gedacht werden. 

S- 95. 

Gleichheit algebraischer Bettimmangen von Punkten und der algebraischen Summen ablenkend 

beziehlicher Strecken, 

Weil wir bei deni an einander Fügen, dem algebraischen Addiren, ablenkend be- 
siehlicher Strecken in eine zusammenhängende gebrochene Linie hier lediglich das Besiim^ 
nun des Endpunktes dieser Linie im Auge behalten; so erachten wir uns zur Aufstellung 
folgender Grunderklärürig befugt: 

Zwei oder mehr zur Bestimmung eines Punktes verwendete gebrochene Linien, also 
auch die ihnen entsprechenden algebraischen Bestimmungen dieses Punktes, und die algebrai^ 
sehen Summen der diese Linie zusammensetzenden ablenkend beziehlichen Strecken, sind 
algebraisch (d. h. in Absicht auf ihre Wirkung) gleich (gleichgeltend), wenn durch sie bloss 
ein und derselbe Punkt in Rücksicht auf einerlei fixe Gegenstände (Ebene, Grundrichtung, Fix- 
punkt) bestimmt oder festgestellt wird, folglich alle diese gebrochenen Linien in einerlei 
Ebene enthalten sind, in demselben Punkte anfangen und enden, und auf die nämliche 
Grundrichtung bezogen werden. 

Hieraus folgt sogleich: 

1. In jeder algebraischen Summe ablenkend beziehlicher Strecken, also auch in der 
entsprechenden algebraischen Bestimmung des Endpunktes der aus den Strecken zusanilmen- 
gesetzten gebrochenen Linie ist die Ordnung der addirten oder an einander geßgten Strek* 
ken — Glieder — willkürlich. 

Denn jede zwei unmittelbar auf einander folgende Strecken, wie OAz^awuA AB:^b 
können durch zwei ihnen gleiche und gleichgerichtete; aber in verwediselter Ordnung an 
einander hangende Strecken OA' :^ AB zu b und ^'B # OA zu a ersetzt werden , ohne 



dass die Spiuea O iind «^ . der gebrochenen Linie, voq i)ir,en Sjtellep. rjäcken.* Mitbin können 

auch in jeder gebrochenen Linie OA'BCD •••«•Jf alle ihre Glieder oder Sirecken beUe* 
big -«- jedoch immer mit Beibehaltung ihrer Länge und Richtung — unter sich verwechselt 
werden« ohne dass die Grenzpunkte O und M der gebrochenen Linie ihre Plätze Teriass'en« 

2. Eine algebraische Summe ablenkend bezogener Sirecksn wird (zu einer Strecke oder 
zu einer eben solchen Summe) addirt, oder mehrere dergleichen Summen werden addirt, 
indem man alle ihre einzelnen Glieder nach einander in beliebiger Ordnung addirt. 

Denn eine gebrochene Linie, von der eine derartige Summe herstammt, kann wieder 
aus mehreren gebpoo^eoen Linien oder aus der ersten Strecke und mehreren nach einander 
folgenden gebrochenen Linien zusammengesetzt gedacht, werden* Von diesen Linien be- 
stimmt jede folgende, ihren Endpunkt in Bezug auf den schon bestimmten Endpunkt der 
nächst Toransgebenden, während die übrigen fixen Gegenstände ungeändert bleiben« Jeder 
solchen gebrochenen Linie entsprii^ht daher gleichfalls eine Summe ablenkend beziehlicher 
Srecken, welche so wie die Linie zu allen vorausgehenden addirt wird. Hierbei ist die 
Ordnung der Glieder willkürlich, weil sie es in den einzelnen Summen ist 

3. Laufen zwei ablenkend beziehliche Strecken aus dem Fixpunkte O aus, wie 

OA ^ rf^a und OÄ ZZ e^b, so ist die ihrer algebraischen Summe algebraisch gleiche Strecke 

auch die aus eben diesem Fixpunkte O ausgebende Diagenale OS r^ r^r des über jenen 
zwei Strecken beschriebenen Parallelogramms OABÄ ^^ nämlich 

^«tf ^ ^fc _ ^^^ 

Denn die Strecke OÄ kann auch durch ABy oder die OA durch AB ersetzt werden. 

Auch auf diese Weise lassen sich demnach zwei ablenkend beziehliche Strecken 
in Eine zusammen addiren; und eben so beliebig viel derlei Strecken summiren. 

%• 9d. 

Grandbedingung ßir die Anwendbarkeit ablenkender Beziehungen einer angewiesenen Gattung 

von Grossen. 

Damit aber zwei in ablenkenden Beziehungen e^^ und ^vorkommende Grössen A 
und B einer gewissen Gattung vereint durch eine Grösse A derselben Gattung, welche in 

der Beziehung e^ erscheint^ ersetzt werden könne, also 

e^^A + e^B = r^R 

sich setzen lasse; müssen, wenn bei denselben Beziehungen e^^^ e^, r^f die Grössen^ und 
B^ vereint durch fi' vertreten werden sollen« also 

^«^' + e^'-^B* z=: e^^B* 
sich seuen lassen. soU, auch bei den nämlichen Beziehungen du Summe A -f* A' und 
B -{- B* der A und der B vereint auch durch die Summe R -^ R* der Jl vertreten werden; 
nämlich es muss sich setzen lassen 

e^XA + ^0 + €^(ß + ÄO = e^(ß + Ä'). 

13 
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]>enn diese Gleichheit mass jederti^it nottn^endige Talge derSUimnining (Addition) 
jener beiden als bestehend TorausgesetzCen .Gleichheiten seia^ 

Wird demnach bei irgend einer Gattung von Grössen die auftgiesprochene Grund« 
bedingttng nicht erfüllt; so können auch solche Beziehungen niebv nnl Erfolg (ur die Recbf 
nung, auf derartige Grössen angewendet werden« 

Diese Grundbedingung ist bei allen^ wie immsr ablenkenden, Serecken wirklich erßUlt. 

Denn angenommen die unter den Winkeln cc^ ß ' ablenkenden Strecken ä und b 
werden (in Fig. 13 ä) durch eine um den Winkel q ablenkende Strecke r, und die unter 
denselben Winkeln ablenkenden Strecken a' und b' werden (in Fig. 13 b) durch die um 
den nämlichen Winkel q ablenkende Strecke r ersetzt. 

Verlängert man OA um JA" ~ O^A' ~ a , damit OA" ~ « + ^' '^rd, und 
fiihrt man A^'B"' so, dasft sie mit derOX den Winkel ß bildet, so ist sie desswegen || AB. 
Macht man dann Ä*9 n V und den Wrnkri 'Ä' AJl' rr et, so ist AX' || OX, und daher 
auch A'C'X' rü ß. Das System der Geraden AX\ AA" und CA'^ kann demnach mit 
dem Systeme der Geraden OX, OA nnd CAB zur Deckung gebracht werden, und isl 
ihm daher congruent^ fblgNeh i^t auch ^AX' ~ BOX zzz q und A^ ZI OB^ n; r «« Schnei- 
det man nun noch 9f := ^ ab, so dass die von OX um den Winkel'/? ablenkende 
A'B' ZI fc + A' ist, und zieht man aus O und B nach B die Geraden OB' und BB\ so 
fallen sie überein«, und BB' ist IZ r . Denn weil AX' \ \ OX und 95-4X" ~ q ZZ BOX ist, 
muss il® II OB sein. Ferner weil ÖJB" ZZ b — AB und S3J?'' |[ ilfi ist, muss AS3 sowohl || 
als = BB' foUlich BB' = r sein. Zur 4S3 sind aUo durch denselben Punkt B die OB 
und BB' \\, mithin fallen diese beiden Strecken OB ZZ r und B'ß' ZZl r in die gerade 
Linie OB' zusammen, und es ist der Winkel B"OX ZZ Q und die Strecke OB' 'IZZ r -{- r. — 
Sonach werden in der That die um die Winkel a und ß ablenkenden Sun^men a ^ a und 
b -{- b' auch durch die um den Winkel q ablenkende Summe r -{- r ersetzt. 

Andeutung der interessanten Folgen aus diesen örundprincipien. 

Diese' äuserst einfache und ganz naturgemässe geometrische Bestimungsweise der 
Punkte der Ebene, welche aus der Geometrie nur die allerersten und einfachsten Kennt« 
nisse (namentlich die Lehre von der Länge und Messung begrenzter Geraden, von den 
Richtungen der Geraden und von ihren Winkeln, wovon die Lehre ' des Senkrecht- und 
Parallelseins der Geraden besondere Zweige sind , nicht einmal die Lehre von der Gon- 
gruehz der Dreiecke^) voraüsäetit, verbunden mit der unläogbar^n TtaalMche^ dass alle 

; - . . '^ • .. • . •• . ' • I , 

*) Etwa diejenige Fundamentallehre der Geometrie^ welche ich in n^einen beiden Aufsätzen in Grunert^s Ar- 
chiv Bd. 8, H. 3, S. 320 — 334 und H« 3, S. 365 — 374 ron $.1 — 14 für Kenner genugsam Yers»Undlich' 
ftkizzirt habe. * ' ' 



in Hiasicht auf einerlei vorher iixirie Grundrichtung und auf denst'il^ieii ifp .Uir^fe^tg^^ifj^lf^ 
Punkt, als ganz dasselbe bfiwirk€^d2 einander_ a^^br§isch .^lejph sein müssen; führt uns auf 
höchsl bemerkenswert he Resultate^ ' , 

Denn sie ecöfioet qn^ den Eingang m das unübersehbare Gebiet der gesainmten 
rechnenden Geometrie^ dessen besondere Bezirke die Anwendung; der Algebra auf die Geo- 
metrie, die Goniometrie mit iliren umfangreichen Anwendungen^ Trigonometrie, Polygono- 
metrie und Cyclometrie, und endlich die dar yerachiedenen Coordinaten-Methoden sich be- 
dienende so genannte analytische Geometrie sind. , 

Zum Belege, dass diese Behauptung gegründet und nichts weniger als übertrieben 
ist, wird schon genügen, hier nur einige Grundzüge der Anwendung dieser unseren neuen 
und einfachen Lehre t\x zdchnen. ! 



» . . I 
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Zeichnung der Grundzüge einiger nächsten Folgen. ' ' ' 

Allgemeinheifen* 

L Beitimmen wir in Rücksicht auf dieselben 6xen Gegenstände, so wie oben (in 
S. 94) den nämlichen Punkt M noch durch eine zweite gebrochene Linie, und bezeichnen 
wir die analogen Grössen derselben durch accentuirle Buohstaben; so müssen die beiden 
algebraischen Bestimmungen desselben Punktes jtf, oder die algebraischen Summen dieser 
zwei Systeme ablenkend beziehlicher Strecken gleidi sein; folglidh bestdit die Gleichung 

^a J^ e^b -^ i^c + :+ /*^m = >V + €^V + e^^c +.••.+ e^'m. 

Sie ist die Fundamentalgleichung der Lehre von den gebrochenen Linien, oder von den 
Vielseiten, Vielecken, oder der ganzen Polygonometrie* 

Lösen wir, um dieses überschaulicher zu machen, die Potenzen in ihre romplexen 
Glieder auf, -und stellen wir GlerchbeBiehliches gleich; so eyhallen wir das bekanntere und 
nur direct Beziehliches enthaltende Paar vtm Grundgleichungen der Poh/genometrit : 

a cos, a •-^. b^'tos. -^ceos^ 7 + : * • .ZU « cos. a + ^' <^^* /^ •+• c cos. y + . . . ♦ 
a sin. a -{- b sin. ß -{• c sin. y + . . ♦ • ZH ä' sm. ^ 4- V mu j9' -+• c sin. y -f* • * • • 
IL Als eigenth&mlicher Fall ist hier vorzüglich der denkwürdig, in welchem die 
zweite Bestimmungsweise des Punktes M bloss durch eine einzige , unter dem Winkel q ab- 
lenkende, Strecke r bewirkt wird. Da Ist — 

e^r = «^•a + ^Ä + e^^c + e^^d + '+ e^m^ ' * 

folglich in bekannter Form 

r €oi. Q ^ a COS. a + A» cöS.'^^ 4 c'cs. y -|**...-f- m cos. fi 

1? Mn. Q a= asSin.,a -^ b «f*«- ß'h ^,.f^^* 7 +••»•+ ^ ^''*' f** 
lU. Fat tine gesc^Ussene gebroi^hs^ Linia lässt man ^jaH einfachsten den zu bestiin- 

13* 
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menden Punkt Jf, als filndpankt dieser Linie« in ihren Anfangspuakt snrückkehren , und 
erhält so r :^ o, daher 

e^a + e^b + e^r^ + + e^m z= $ 

und in gewöhnlicher Gestalt 

a COS. a -j- fc cos, /? -f- c cos. y -j^- . . • . -|- m dos. fc rr ü 
a sin. « + & sin. ß -j^ c sin. y + . • . . -|- m sin fi :^ o. 

$. 100. 

Fortsetzung. 

Besonderhsilen. 

l. Einleitender Hilfssatz. Gilt der Summe zweier in den Beziehungen.^ ^ und « 

Torkömmenden Grössen a und h die in der Beziehung e stehende Grösse r gleich; so 
müssen diese drei Grössen a, b, r direct proportional sich ändern« wenn ihre Beziehungen 

, « , « ungeändert bleiben sollen. 

Denn die angenommene Gleichung e a -^ e b ZZ e r zerfilllt in die beiden ihr 
gleichgeltenden a cos. a 4" ^ ^^^* ß ZU r cos. q 

a sin* « + 6 sin, ß ZZ r sin, q. 

■ 

Allein zwei erstgradige Gleichungen Ton der Form 

A a: + By -{- Cz :zz o 
A'x + B*y -^ OzZZo 
geben, wenn man von den Grössen x^ y, z zwei nach und nach eliminirt, 

X y z 

BO—B'C "^ CA' -CA ~ AB'—A'B "^ 

mithin müssen die Verhältnisse xi^yi z sich gleich bleiben« wenn die Coefiicienten dersel- 
ben, A, B, C; A's B% O ungeändert bleiben. 

±tt a ^D 

Für festgesetzte Beziehungen e j e , e ^ sind aber obige Coefficienten Ton a« b» e 
gleichfalls festgestellt, miünn auch die Verhältnisse ai bi c. 

Oden Gehören drei eben so bezogene andere Grössep a\ V^ W in> gleicher W^ise 
wie a» by c zusammen, bestehen also gleichzeitig die Gleichungen 

e a '■\' e ZZ e r 

e a' -\- e b ZZ r^ ; 
so geben diese« gemäss dem Obigen 

€ € e 



oder auch «^"6Vr_l_ K =e-^a>r' rl__±\±:*^a'b' fL—L 
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Diese GleidrattgtekfioDta aber fSr alle willkQrlicfa angenommenen <'^,<'^, ;e~''M 

I 

nur dann bestehen» wenn die einander gleicbgesteilien Producte, also -auch üxte lusammen^ 
gesetzten Factorcn insgesanunt Null sind, Folglich wenn 

a b r , 

IL ParalUlenpaare. Sei in Fig. 14 ein PärcdUlenpaar p\\^y in ihm seien a und b 
ZwüchenUfuen, welche durch die Paralletslücke c und d getrennt sind und mit den Parallelen 
die Winkel a und ß bilden^). In einem anderen solchen Parallelenpaai*e /''H^' seien unter 
denselben Winkeln a und ß die Zwischenlinien af, b' gegen «ie geneigt und durch die Pa- 
rallelstücke c* und d' getrennt. Dann sind diese gleich geneigten Zwischenlinien einander 
und den Unterschieden der Parallelstücke direct proportionirt; nämlich es ist 

a b' d — c 

a^ — b*— ¥-& ' . ^ 

Denn bestimmt man in Hinsicht auf O und auf die Grundrichtung OB den Punkt 

M einmal durch die gebrochene Linie OAM und ein zweites Mal durch die OBM\ so findet 
man, gemäss %. 99> 1, die Gleichung 

^a + c ZI i^b -f rf, 

daher ist r^**a ~ ^b + ( li— <; ),. 

Hieraus aber folgt die behauptete Proportionalität vermöge dds vorigen Hüfssatzes L 

Die Anwendung dieser Darstellung auf ParalUlprojectüm der Sirecken unier gleichen 
Projectionswinkeln und auf Parallelcoordinaten in Erinnerung ' zo bringen,' wird Kennern scholii 
genügen. 

ID. Folgesatz. Werden zwei Geraden aa* und M^ in Fig. 1^« durch zw^i Paar 'ins^ 
gesammt parallele Geraden ^||^||^'||^' durehschnitten^» ' so sind die Stücke a» a* der einen 

Geraden den Stücken b, b* der anderen Geraden und den Unterschieden d — c., d' — d der 

• • • « .. 

die Stücke ausschneidenden Parallelen proportionirt. (Hauptlehrsatz von den Proportional* 

i. > ' - . • • 

Unien und Grundlage der Ahnlichkeil der Vielecke,) 

IV. Gewöhnliche oder Orthogonßlprcj$(:ticn. Wird eine Strecke r auf zwei winkelrechte 
Axen XX und YT (orthogonal) projicirt ; sind x, y ihre Projeclionen, und ist ^ der ProjeC" 
lionnvinkel der Richtung AM jener Strecke r mit der Grundrichtung OX der Hauptprojec- 
tionsaxe X'X: so geben die den Punkt Jlf in Hinsicht auf A und OX bestimmenden Linien 

AM und APM, vermöge §. 99* H die Gleichung 

^'r — e^^'a: -j- e "hf 

^^^^ 

e^r ~ J? -4- ly. s 

' -,--■-.•. - ' . ' ,.J 

^) Man sehe hierwegen meinen Aufsau im Archiv, Bd. 8}'lift. 4, AbsÜü 11, S , 367 ^71,. 
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Blt€49 te-^oftm ,(Ue QrundgUichang der (winiärechefM) Projdffum ,i^l4 af^drcTseitir fauch die 
Vtrwtui^dlo^^tgUi^^Mg 4^ r^^hfwivfcelig^n und Polar^Coordüiatfin^ . 
Gewöhnlich geformt gibt sie .di^. allbekaoptea Gleichungen 

X •=! r COS. (p », y ZZ, T sin, (p* 
Verbindet man mit diesen die goniomettische Gleichung 

, COS. op* + sii\. qp' ~ I, 

' '••. ■ 'V." 

so ergibt sich der höchst Jolgenreiche Fundamentalsatz 

lautend: Die zweite Potenz des Zahlw^rtl^es einer auf zwei winkelrechte Axeo projicirten 
Strecke fi;leicht der Summe der zweiten Potenzen der Zahlwerthe ihrer beiden 
Projectionep. [Ver allgemeiner ler Pythagorischer Lehrsatz.) 
So sind denn die beiden Grundpfeiler der algebraisch und goniometrisch rechnen- 
den Geometrie befestigt* 

Fortsetzuag« 

Transfermation der Parallel-Ccordh^Uenm 

I. Parallele Verschiebung der Cocrdinätenaxeni Qocrdiilatetigleichung des Punktes M 
in Fig. 17 (Taf. II.) für die Axen OX^ OY» wetta man den .Winkel der r mit der Aboiaflc 
^ kurz dhupeb ra a9d0^te^. ii^: ^ , 

e^^r ZZ a: + ^+«y; 
die des neuen IJrspnfn^ (^^ fSft ^i^selben Axen 

und endlich die des Parikt^ M ftlr die neuen Axen O'JT^ und QT 

Run geben die algebraischen Bestimmungen von M durch O&M und OM 

folglich 

e^r' ZZ e^'^r — e^f, 
und wenn man Obiges strbstituirt^ 

a:" + e^y= (J7-I) + ^« (y-17). 
d. i. die Gleichung zur parallelen Verschiebung der Coordinatenaxen, 
Diese liefert das gewöhnlich geformte Paar Gleichungen . 

gc^ ZZ X — I 

y' —y —n^ 
Drückt man aber in ihr die Potenzen coroplex aus« so verändert sie sich .in 
r* cos* r'x' -|- ^r* situ r^x* ~ o/ + jr^ cos. « + 4^ ^*^« " 

= (j?— J) + iy—n) ^0** « + iOf—i) ««• s 

folglich erscheint 



r'« = (:f' + y COS. «)• + (y' jM. «)« n 4^« -f >'* — Jjf*^*^^ ^öj». «- 

= (^— f)* + (y— ^)* — 2c^»-D(y— 1?) w^. Äi • 

4« i. dar b«kaBiite Ausdruek der Distanz zwsur PwnkU* . 

IL Drehung der Coordihattn^txen. Fig. 28. Gteichutt^eB' des Punktes Jf'sind 

^a+fp)^ = ^ + 4 y, e^r = s" + ^ y\ 

Die erste verwandelt^ und die eweite substhuii^y gibt die- VePwandtwngsgUichung^ 
j? + ly = r^* ix* -f |yO = (dP' + 4yO (cw* a + ^siH. <£) od^t 
jr + ^y ~ (o;' cos. a — y' ja», cc) -|~ '^(^ ^'^^' « "h y* cos. a); 
gewöhnlich so geschrieben: 

a: ^ s* COS. ä — y' sin. er 

, . - - - 

$. 10^. 

PortsetxuDg. 

■ 

Gleichungen krummer Linien. 

I. Gleichungen der Parabel. Fig. 19. TäF. IL 

Nach' der ErkUrung der Parabel ist Ihre charakteristische Gleichung r ZZ f. 

Die Bestimmungen des Punktes M durch 0PM\ OPM , OQM geben die Verwand". 
lungsgieichiHigen 

p + e^^r zZ\p -I- ^ + |y r: |y + y. 

Jene Gleichung mit diesen vereirit machen das System der Gleichungen der Parabel 
aus, das leicht in die gewöhnlichen sich überffthren FSsst. 

IL Gleichungen dir Ellipse und Hyperbel; Fig. 50. 

Charakteristische Gleichung beider Linren ▼ermöge ihrer ErkiSrungr r -^ r^ Ü 2^» 
worin r und y bei der Ellipse einstimmig, bei der Hyperbel entgegengesetzt aggregirt 
werden. 



Die Besiimmungen des PuAkte;^ JH der Linie durch OFM, OFM» OPU liefern die 
Verwandlung^gleicbungen. 

_ u -f. ^^r = ^ + ^(^-^V r= X + ly- 
Diese mit jener vereint machen das System der GleichiiAgea der £Utpse und Uy* 
perbel aus» und di/s^ea System gib4 die gewöhnlichen Gleichungen 

«*— c* j «i?" . y* 
r = und ± ^-- \^ 

•der ' ' r = -'--"11. und f! _ X- =- ,. 



ectt^^^a- U*' •«•— o" 
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Das erste Paar setzt ar>€ voraus und -gilt für die vElIipse« . ^ ' . - 

„ zweite „ „ «<<? ,, „ „ „ „ Hyperbel. 

Bemerkung. Benutzen wir diese Gelegenheit zu einer wichtigen Erläueeriing ider 
zum Theil entgegfenge^etzten, hier namentlich halb . entgegengesetzten algebrai3chen Bezie- 
hungen von Grössen. . „. 

Vergleicht man die Gleichupgen dieser zwei Linien» der Ellipse und Hyperbel, mit 
einander, sa sieht man, dass sie ganz gleich gestaltet sind; . nur wird der absolute Werth 
des Unterschiedes der zweiten Potenzen qder respeotive der Quadrate a^ und c^ in dem 
einen Paar Gleichungen addirt, im andern abgezogen. Will man demnach das eine Paar, 
z. B. nach dem üblichen Gebrauche jcines der Ellipse, für beide Linien verwenden; so 

würde man bloss, den Unterschied «• — c* jener, Ou d t *'* ^''*® gewisse „. 

d darstellend, a^ — c^ = d setzen und darnach die Gleichungen 

^ = ' "^ + 7" — 

a — c CCS. g) » ** 

beiden Linien zuschreiben können. Man würde dann von den algebraischen Rechnungs- 
ergebnissen der Ellipse auf die analogen der Hyperbel übergehen, indem man nur d in — d 
verwandelt, und hinterher zur weiteren Vereinfachung der Beehnungsausdrücke wieder d 
durch a^ — c^ ersetzt. Folglich würde man die Aggregationsbeziehung von.^ in der Ellipse 
fiir positiv, in der Hyperbel für negativ anerkennen. 

Allein, weil offenbar in vielen Rechnungen aus dem Unterschiede der zweiten Po* 
tenzen a^ und c^ die zweite Wurzel sich ziehen lassen muss ; so findet man entschieden mehr 
VortheU für die Rechnung darin» dass man den Unterschied dieser zweiten Potenzen auch 
als zweite Potenz einer Zahl b, oder den Unterschied der Quadrate a^ und c^ auch als 
Quadrat einer Seite b darstellt« Darum setzt man in der Ellipse a* — c* ~ b* 
und schreibt dann beiden Linien die Gleichungen zu 

.= ^!_^%y!=i oder r^y+rfy=i. 

a-c CCS. ip ' a« ^ 6« V «7 KbJ 

Soll man dann aus den algebraischen Rechnungsergebnissen der Ellipse jene dep 
Hyperbel aufstellen; so kommt man damit leicht zu Stande, wo nur b^ erscheint oder über- 
haupt geradzahlige Potenzen von b vorhanden sind^ da man hier nur die zweite Potenz von 
b negativ beziehlich zu nehmen, also anstatt b^ bloss — b* in die Rechnung zu setzen hat 
Allein, wo b auch vereinzelt oder in einer ungeradzähligen Potenz vorkommt, da kann man« 
weil nicht b selbst, sondern erst seine zweite Potenz, &^ entgegengesetzt, negativ, zu aggre« 
giren oder negativ beziehlicli zu nehmen ist, b nicht in ganz, sondern nur in haOf entge- 
gengesetzter algebraischer oder Aggregationsbeziehung aufführen, also anstatt b nicht — b 

oder ( — 1)6, sondern bloss ( — l)*i oder (\r — {)b oder ^b setzen. 



im 

Wenn nun hierbei die alg^ebraische Beziehung des Zahlwerthes einer Strecke halb 
negativ oder transversiY sich ergibt , so muss' dairum noch keineswegs diese Strecke selbst 
die transverse Cqu^^3 oder wnkrechte^Siefümggß^adk^iixritx der EUi|^se zukommende 
einnehmen; 9onderp so eine Strecke» wie sie gefordert ^ird^.kann ja auch in der Hyper-» 
bei geradezu unmögh'ch^) sein, weil ein nicht absolutes, sondern relatives, negativ oder ab-, 
weichend beziehliches, Kechnungsergebniss auf einen wirklichen Gegenstand zwar zuweilen 
hinweisen kann, aber nicht schon jederzeit hinweisen muss. . 

Z. B; Die GKechuüg der £tlipse gibt y = ± -* \a^—a:*, daher ist die Ordinate y 

so lange in der Weise, wie die zu Grunde gelegte Zeichpung voraulR^etzt , direct bezieUic|i. 
und wirklieb darstellbar, als val. abs, x nicht > vaL abs^ a ist. Für die Hyperbel findet 
man, wenn man b durch 4^^ ersetzt, innerhalb derselben Grenzen der Abscisse x, die Ordi- 

b , . • • 

nate y IZ ± ^ ~ V"* — <^** ''^° transTersiT beziehlich , folg^ch gu* nicht geometrisch nach^ 

weisbar oder darstellbar; weil in der Bestimmung ^ -|- 4^^ der Punkte der zu etforschendeii 
Linie sowohl x als y (jede In ihrer Weise) direct beziehlich sein muss« Die nicht darstell- 
bare transversive Beziehung der Ordinate der Hyperbel gibt demnach zu erkennen^ das» 
von lien auf der Hauptaxe der Hyperbel zwischen ihren Scheiteln au&tellbaren (unend« 
liehen) senkrechten Geraden keine einzige, also. «och nicht die durch den Mittelpunkt A 
gehende Nebenaxe, in die Hyp^bel einschneiden kann. 

Die Charakteristik des halben Gegeri:sdties der algebraischen Beziehung der Constante 
h in der Ellipse und' Hyperbel besteht in Folgendem. Es ist * 

.in der Ellipse ^ -^ a — c ~ {a + c) (^ — O 

• * A A 

,y „ Hyperbel b ~ c — a ~ (c + ä") (c — a)\ 
also ist in beiden Linien b die mittlere geometrische Proportiqnale der Summe und des 
Unterschiedes der halben Hauptaxe a und. der halben Excentricität c (jedesmal das Klei- 
liere vom Grösseren abgezogen gedacht). Um sie zu construiren, kann man mit den Halb- 
messern. a und c concentrische Kreislinien, — etwa um den Mittelpunkt der krummen 
Linie — beschreiben, und an die innere Kreislinie eine berührende Gerade bis an die 
äussere führen. Die beiden Hälften dieser durch den Berührungspunkt halbirten Sehne des 
äusseren Kreises sind sofort -|- ^ und — b. Bei dem* Obergange von der Ellipse zur tly* 
perbel, von b zu ^6, ändett sich also die Lage des d^ b zum Anfangspunkte dienenden 
Berührungspunktes dahin, dass dieser Ton der Kreislinie des Halbmessers et auf jene des 
Halbmessei^ c überspringt; was man am deutlichsten einsieht, wenn man sich dier, welche 
anfangs in der Ellipse <^a ist, nach und nach wa^^sen deok4 bis sie = a und endliob iü; 
lier Hyperbel >a wird. . ! 

- • ... ... 

*) nicht etwa ima^inlr (einbflcisam) , weil ein wahrhaft Uomögliches, t. B. eine gerade oder Tiereckig« 
Sxeislinie, sich auch nicht einmal einbilden lässt, and ein EinhildsaitiM nur aeheinbar unmöglich ist, 

14 
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B^ondet4 iBeiiüicMdng d^ compUspen AggregMi 'Bon Sttetkiau ' 

' Die efntachst^ Art der Agg^regate von Strecken ergibt sich diurch die einfachste 
Bestimmungsweise' eines Punktes mittels einer gebrochenen Linie«. Da muss die hestim« 
inende gebrochene Linie noiöglicnst wenig, nicht mehr als zwei, zusammensetzende Strecken 
oder Gheder » OP und PM, oder OQ und QitT in Fig. 1 9 enthalten » und die Rich- 
tungen dieser müssen mit der Grandrich,tung OX ausgezfichnßte Winkel. bilden, folglich die 
eine Strecke OP ~ QM. ZZ a: zur Grundrichtung parallel sein, also mit ihr den Winkel Null 
öder ehien gestreckten Winkel n machen» die andere PH m OQ :!r y aber auf der Grund- 
ilchtuhg senkrecht sein, mit ihr einen positiv oder negativ gelegenen und beziehlichen 

rechten Winkel, + — , bilden. In diesem Falle ist die erstere Strecke x direct (positiv 

öder negativ} beziehlich, die andere ^dagegen (positiv oder negativ) transvers beziefalich, 
Cblglich das Aggregat dieser zwei Streciken complex, näniliob tz: ;r. •*}" \y^ 

Bekannüich nennt man hierbei x und y die beiden rechtwinkligen Göordinaten^ 
eder w«il sie die gewöhnlichen sind, auch nur schlechthin die Coürdinaien dea Punkses Jf ; 
JT die Äbscisse, y die Ordinate; O Atn. Ursprung der Coordinaten oder der Abacisseil» OX 
die: Abscissen- .arid OY die iOtdioatonaxc» . 

Verbindet man mit dieser Basirimmung durch rechtwinklige Cöordinateo noch die 
durch eine einzige ablenkende Strecke Oif, so nennt man den Ablenkungswinkel MOXz^q> 
und die Strecke OM = r die JPplar ' CcordinaUn desselben Punktes i/; cp den Pelar* oder 
auch Elongationswinkelf r den Radiusvector^ deo Pol^ OX die Polaraae^ 

Um nicht wieder neue Benennungen zu schaffen , wollen wir die von G. W. von 
Mfüller*^ in seinem lesenswerthen Aufsalze in Cretle^s Journal f. Math.'BJ« 15, Heft 3, S. 229 
gebrauchten Benennungen beibehalten. Jede vom Fixpunkte zu dem, in Rücksicht auf 
ihn und auf die Grundrichtung, zu bestimmenden Punkte M sich hinziehende gerade oder 
gebrochene Linie, die man sich zur Erläuterung durch den Lauf eines beweglichen oder 
beschreibenden, Punktes vom Fixpunkte bis zu dem zu bestimmenden Punkte M entstanden 
denken kann^ nennen wir überhaupt einen Zug , oder zur Unterscheidung einen geraden 

oder gebrochenen Zug von nach M , den geraden OM auch den Radiusveclorzug und den 

znreigliedrigen rechtwinklig gebrochiBilen OPU den CoordineUemug» 

Jede oomplexe Zahl ^ + ^y kann demnach am einfachsten durch einen Coordi*^ 

natenzug OPM oder OQM vorgestellt werden , dessen Abscisae OP ZZ QM durch« das erste 
direct beziehliche GUed x^ und die Ordinate PM ZZ OQ dureh das zweite tnin«rerstv 
beziehliche Glied y der Länge und Richtung nach bestimmt wird. • Man schreitet gßwis^Per* 
Massen vom Fixpunkte aus zuerst geradeaus (direct) vor- oder rückwärts auf der XX 

* 

*) der als k. b•nao▼eratti9Ghe^ Mnjor Tentorben ist« 
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die Stfedb^)^ Abi' «ad laichber^sMikiicidit (trui«iBCidfav> quer)!' mit-elninr Hclbi'eishCtf^ 'iod^iP 
Halblinkswendung noch um y weiter. .1 ^ 'i v. ..vi. .. v 

" y* ,: • i\ .1:.. 1-. . '^ * r -; •• «' 1^04."^' •' ^ ••'' • • :.\!''." . : /•• 

Fortsetsung. 

Einem solchen Coordinatenzuge OFM ^OQM Cly^.-^ ^j/^ gil| ^n gei^adex fder 

RadiusTectorzug Oif gleich ^ welcher um den Polarwinkel, f .yon der Gruijdric^tung ^der 
Von der positiven Richtung der a: ablenkt und die Länge OM ~ r besitzt, und daher durch 
e^r vorgestellt werden kann; nämlich es ist ' ' '' — , . 

Und hiemach hat man wie früher (|. 100» 110 zum Übergange vom Radiusvector- 
zug auf den Coordinatenzug die GleichungCf) 

X ZZ, r cos, g), y ZZ r im. g), 
und umgekehrt zum Übergange Tom Coordinatenziige tef den Radiusvectorzug die Gleichungen 

r« = x^ + y«, C09. ff ZZ ^, si^. 9 ;i. r> tang-.ip ZI — * 



Der Radituvector r'hat' also zu seineih Zahlwerih'e den Modul vol. abs. y,T^ -j- y^ 
der complexen Zähl > Ij- |y, ' / ' ' 

... $. 105. 

Fortsetsteig. ' • ' 

Am einfachsten lässt sich eine complexe ganzf 2ahl x -^ \y, oder auch ein Rruch, 
dessen Zähler eine solche Zahf ist, durch einen Coordinatenzag darstellen. Man steQt näm- 
Uch das Yon den Gliedern x und y dieser Zahl Gezählte — sei es ein Ganzes oder ein ali- 
quoter Theil eines Ganzen — durch eine beliebige Strecke; gen^Mnt Längeneinheit, dar, trägt 
auf zwei winkelrechten Axen XX und Y*Y itt Fig. 2 t aus ihrem DarcKschnütspunku auf 
der Haupiaxe X'X fär die Darstellung Ton Xy und auf der 'Nebentufe FF für die Darstelluilgf 
von y« nach beiden entgegengesetzten Richtungen .-*- nfoch der positiven und nach der ne- 
gativen — diese Längeneinheit beliebig oft auf, und fiifart darefa alle sich ergebendea; Auf^ 
iragepunkte einer jeden Axe P^aUelen- zur andetea Ale. Auf diese Weise wird jede solche 
Parallellinie von den auf ihr senkrechten» zur anderen Ax» perallelen Geraden in ^v#r 
gleichweit^ nämlich um eine Längeneinheit, von einander abstehenden Punkten durchschnit- 
ten, deren jeder durch einen Coordinatenzug x -{' ^ bestimmt wird* ^ 

Schreitet oder zählt man nämlich vom Nullpunkte oder dem Ursprünge beider 
Axen zuerst auf der directen oder Hauptaxe^ jenachde^n die Reziehung .der x positiv odei^ 
negativ ist« nach der positiven oder Negativen Richtung dieser Hauptaxe, x Längeneinheiten» 
und dann auf der zur transversen oder Nebenaxe parallelen Geraden , je nachdem y posi- 
tiT oder negativ transversiT bezogen ist, nach der posiiiiven oder negativen Richtung der 
Nebenaxe, y Einheiten, oder zuerst auf der I^ebenaxe ^ese y und dann parallel zur Haupt*' 
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«xe jene a: LXngeneinheitBa ab; jo fclaiigt man beide Male lu den idarch den Ooordiiiate»» 

xug <2r -|- iy bestimmten Punkt 

Z. B. In Fig. 2 1 zählt man zur Darstellung von + 3 + 1^ ^^'^^ ^^^ ^ ^'^ '^ Torwarts 
3, dann links 2, und bleibt bei dem Punkte B stehen; also wird die complexe ganze Zahl 

+ 3 -}- ^2 durch den Coordinatenzug OÄB dargestellt« Eben so wird 

•i- 4 + 1^ durch den Zog 6GH^ dagegen ' 

• ■ * • • ' , ' ' 

— f — |.5 » ■ » » OGL repräsentirt. Wir sclireiben das kurz so : 



+ 3 + |2 ZzOAB, _ 4 + 4.5 — OGH, _ 4 + 4,0 = OGL. 



%. 106. 

« i ' * - • « 

A%g\rtgation umples^ Zahlen. , 
I, Sollen mehrere con\p4^xe Zahlen - ^ -: 

^ + ly» '^ + jy* ^" + ly"» • • • • , 

a • • • 

ZU einander addirt werden , so wird man bloss die sie repräsentirenden Cpordinatenzuge 
zu einander addiren, d. i. jeden folgenden Zug an den nächst vorhergehenden so mit Bei» 
behaltung der Richtungen seiner Glieder anschfiessen , dass immer der folgende dort an- 
fängt, wo der frühere aufhört. Die Summe 

. (^ + ;y) + i.^' + ;y) + (^' + ;y") + 

oder X ^ ^y -^ X + V + •^" + )r\, +. . .. , , 

wird demnach von einem durchgängig winkelrecht gebrochenen Zuge Torgestellu 

Sind z« B* die complexen ganzen Zahlen . 

. 3 + ;2, 2 + i4, — e — 4.8 
zu addireui so wird man die sie vorstellenden Züse 

'öab\ bcd, de» 

an einander anschliessen und die Sunome • . 

. 3 .+ 42 -f 2 4- 4,4 — .6 ~ 4» 

durch den gebrochenen Zig OJBCOEF darstellen. 

Weil man In jener Summe die Glieder, und in diesem giebrochenen Zuge die Strek- 

' ' 1 » 

ken beliebig auf einander folgen lassen kann (§. 95) ; so lässt sich die Summe ai^ch com* 
plex als 

{x + x' ^'x" -f ....) + |(y + y + y" + ..0. ' " ' 

darstellen, und der gebrochene Zug durch einen Cooi:dinatenzug sich ersetzen. 

So wird obige Sumn^e — (3 + 2 — 6) + 4, (2 + * - 3),;== .—.i +.4- \ uijd 
der Zug ÖÄSCDBF — ÖiF. 



I • % • 



i<tf| 



<- 4 rr IM 4- CO + .4.10) + .(-^r 2 .-- -;*) nh (P.iT^ i «).„ , . , 






~ _• 4 _ 2 + 5 ^. K_ s + lö — 2) z= — 1 + 4.3 i: OiF: 

IL Ist demnach eine complexe Zähl zu subtrahiren, folglich mit entgegrages^tzt 
beziehlich genommenen Gliedern zu addiren» so ^ird man auch den sie Vorstellenden Goor* 
dinatenzug snbirahiren,' folglich ihn an den, den Minuend Vorstellend^en, Zug mit entgegen- 
gesetzten Richtungen seiner beiden Glieder anhängen. 

• • Denn es ist ix + ;y) — C^' + |y') = {x + ;y) + (-o?' — fy').' . /' 

Z. B. Soll von* (— 1 -f 13) abgezogen* werdien (—6 — |S), äO' wir<!' mafn«» 



'> 



den Zug OlF = — 1 + |3 auschliessen den Zug +6+4,3 oder + 4,3 + 6 = FED, 

wonach man auf den Punkt D trifit, dem der Cpordinatepzug O^D c? ,5, -tf- ,^6 .zukommt. 

Man hat daher im Zusammenhange ; . .. < i 

(— 1 + |3) — C— 6 ^ 4.3) 3 (— » + |3) + (6 4- 13) an ÖiF -^-.Wd.-s^': 

== - i + 6 -\--^% + 3) •== ö + 4.(6 := bl/f)PZ>' = ÖWDi 
Jede Subtraction algebraisch beziehiicher Grössen kann also "jederzi^t durcfh dio 
Addition der entgegengesetzt bezogenen Grössen ersetzt werden. /. > t. : . 

m. ^eil jeder Radiusvectorzug e^r durch €inen' Coordinatenz'u^ x + \y rs- 
r CCS* 9? + ^'' sin. g) ersetzt werden latin, so lässt sich auch eine jede'Sümme solcher 
Radiusvectorzüge, d. i. ein gebrochener Zug, durch die Summe der ihnen gleichen Coor« 
dinatenzüge ersetzen; es ist nämlich', wenn daä'Zeiöhen S wie üblich die Summirung ana- 
loger Grössen andeutet, '" . * ' • t. ^ 

.•••■• . • . .. 

,^ r^V = -2* (r COS. 9 + 4'^ sin, 9). 
Die letztere Summe kann endlich wieder durch einen einzigen Coordinatenzug Ter» 
treten werden, also lässt sich auch j^der gebrochene Zu^ in einen Coordin^teqzug verwan- 

.» 9 ' . . ., ^ ^D .. • . 11";/' 

dein; man hat nämlich , 

£ r^V :zz JS r cos.,^ + ^ r ßin^ 9. ... 
In der Zeichni^ng braucht ma? zu diesem Zwecke bloss durch den Anfangspunkt 

des gebrochenen Zügel die 'e-^\ */' -und^urch de« EodpunkxMie .p" '^j * zur Grund- 
richtung zu fuhren. ' ^ ' - - -^^ 

8. 107. 

Zeichnende Darstellung des Mulliplicirens ablenkend beziehiicher Grössen^ 

' Xkr einfachste WalL.dis VßUiplicfr^nJS zureiec, ^al^lf;n.,i^, ifpd b^ nikif, eiptqi^er, wenn 
ihre Beziehungen nur f^f^ni^^ dM^oel 9^4^ ftraf^ßyer6ir,sif^^Y,4^ff(f s/iqh s/^h^. l^icl;t,zeichj([ie^4 
darstellen, indem man auf .d«<i:S»«i? .^D«*fläcl;fc9fjipb«|t(Zf»hJi^^ 
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dem Producte der Zahlwerlhe zweier zusammenstossenden Seiten desselbta/^-'sich'ituizend, 
die Zahlen a udd ^ diirdi dtie ^Saiieir, ^nd^ais Pi^biduct <düH^ «diie Fläche^ tines Rechteckes 
dar$tfcife,v\ ;. / O = "'M\ + t\'\ -f- '.^A --• A » ::.: 

Denkt man sich nun in einem Paar Scheitelwinkel zweier auf einander tse^kr^Il^A 
Geraden iliC^^ JÄ^« inJFigui; _2iJ)eUehjge.|Gi;enzlinieu 4^\-u^^ hintcichend gros» 

Si^f;^,JJt^Und^,yoa de^jKrejHzu^^j^puj^ Q der Geraden gezogen^ so entstehen zwei Schei* 
t^ftSW'^» QAJffQ.^F ,Uiy? Mf?P :FiCa ^?1c^ ?|s.die beiden nur an der SpiUe. Ozu. 
^pjm^enjl^ngfipdefx ;B|^s(a;^4^h/5iIe^d^i[',i^|neQ ^gj^nzen Figur OAB'QA'l^O zr F angesehen wer^ 
den können und sollen, so dass diese,,eigenilich. zn Jixc^tra c|iteq de Figur /^ — F .-{• F! ist 
Auch kann n^x^ diejse. Figur F als ^in. zujmnmenhßng^ndes Ganzes darstellen, weno, man in 

W^rcjen nachher auf die Richtungen OA und OÄ die Seiten -{- a und ^ — a 

•"'"'•' ^" ^^ und ' ', ;:- •-„"^'••ö^- •,'oB'V'^- ^ +y'-LJ'5^ «-• 

äiilgfötragfenV ninil Äe^fcch^cke f, 2; S'/4^ * . : ,. i? a j , , . r , 
construirt; so fugen (addiren) sich 1 und 3 an die Ffg«r i^hihzd, - • < 

dSfe^en Wc^jnetti (iiuhtr^lMreri^ ;, {2 -^ -|i ton-dex^ #, ir^ös^ • — {:; J- | --i 
daher werden, bei ((er^ßesüiAifiung ^^r^Ge^ammtfl^chje, |4te_izt^i Paar R.Qchf ecke. Y^rschie* 
dÄbtUeh:flggT«girtf Sipb^.DiiaA , . . '. 

nunmehr das Addirtwerden odier das Sicbanscblje^j^n a^s die positive Beziehuqg|. 
folglich _»| Subtrahirtwerden, „^ , 3icblostrennen „ ^ . negative. . ^ 
einf^ ^olg)i|Sp Rechteckes anj dessen Flächeninhalt jedesmal a • b z= p ist; so verbildlieh 

das Rechteck 1 den Satz: + a • + i c= + p. 

9> » 3 „ » — a • — 6 = + yi . . ,, j 

»» *» 4^ » » . + <^ •■ "* = —/>♦ 

Denkt man. sich nunmehr das' System dieser vier Rechtecke um einen reckUn Winkel 

von rechts nach links so gedreht, dass dte Seite 4- ö von der OA auf die OB übergeht, 
so werden die Beziehungen aller Rechtecksseiten in Vergleich mit ihren frülieren Bezie- 
hungen transversiv, und sonach verdeutlicht 

das Rechteck 5 dei Salz": +'|fe^ +' ^6 — -*• p 

V • » . ''• *• *••• '^'-^ • — ih t=i -^ p 
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Forttetnrag, 
MullipUcation compUxer ganzer Zahlen^ 
'Besehen ^r, ind'em i^ir uns vornebmen, da» HuttipKcireln einer complexen Grösse 
mit einer complexeh Zähl zu consiruiren, zuerst den leicht verständlichen^ auf blosses Ab« 
zählen hinauslaufenden Fall, wo die Fftctoren ganze ZaUettaiAd. •' 



L Is^ eint xüfnfdexe .Anzahl^ z. B; -^ 4-^4' ^» ^^ ^^^'^ absoluten, ^. fi. 3» zu mul* 
Uplieinn, so h^sst di^ss» man solle gerade so» ¥iüe man +.4 — 4^21.28^16^ nämlich 4 vor- 
wärts und 2 rechts, von da an« wo man stehen geblieben war, noch .weiter ein. 2t« und 
ein 3t«8 Mal zahlen« Es ist also das Product 
(4 — 42). 3 == C* - |2) + — 123 + (4 — ;2) =4.^ — 4,2.3 = 12 — 4.6 

tz'OJß^i^^OW + ÄÖP.. + OfiF ,z^ 002) r-l (1^}*'=..QC12}^^ 
iti Fig«.2ä. 

Anstatt 4 vorwärts (-f- 4) yon bis il , und 2. rechts ( — 4^), vop. H bis B 2U 
zählen, kann man auchf schräg Ton nach B zählen. Folglich kann -mati ^ansta^t jene 
rechtbrüchige. Zählweisje 3mal auszuführen^ diese schräge^ nach ihrer Richtung OB^ 3mal 
vollziehen. Auch so schräg zählend kommt man wieder nach J*. 

IL Soll eine cemplexe Anzahl^ -|- 4 -«-^ 4^2, mü einer positiv beziehlichen, -^ 3, naiU 
iiplicire werden» so gibt die positive Beziehung des Mnhiplicalors 3 zu erkennen, daSs man 
die Zählung des Mukiplicaiids 4*4 — 4-2 genau in derselben Art« ^ie si4 zu Stande kam« 
3mal nach einander wiederhole; mithin ist eben so vorzugehen ^ wie vorhin ia hj itro der 
Multiplicator beziehungslos war:; - ' i 

Ist dagegen mä' einer negjßUe bezieklichen Ätizahl, > — 3, 2^ ^nuUipliciren ^ so lässt 
die negative Beziehung des Multipücätors 3 erkennen, dass man die Zählung dea Hulupli^ 
eands« 4" 4 -^ 4-2» ^^ der erUgegepgeselzien Weise oder HichUing, ds in der ^ zu Stande 
kam, 3mal nach einander wiederhole^ Mithin hat man nicht v^e das -1* ^^^ ^ ^tAagf,^ vor- 
wärts, sondern rückwärts bis auf 4; und nachher« nicht wie, das — '. vor 4^2 angibt, . rechts^ 
sondern links 2 zu zählen. Oder anders: Anstatt von (Null« dem Nullpunkte), wo man 
sich stehen denkt« nach -j" ^^ schauen« macht man vorerst Rechtsum« so dass man nun 
nach — schaut; und nun erst« nachdem man dem — des Multiplicators« — 3« Genüge ge- 
leistet, zählt man so wie der Multiplicand vollschreibt, vorwärts schreitend, 4, und rechts 
gewendet« 2« dreimal nach einander« also in Fig. 23 von über a bis &« von b über e 
bis df und von d über e bis yi Sonach ist 

C4- 4 — 4.2) (— 3) =3 (~ 4 + 4,2) 3 = —.4 . 3 + 4r2.3 rz --i 12 + 4.6 

= OAB . C— 8) = 0^ . 3 = "Ö^ + TcZ-f- rf«7^=r 0(12y: 

Auch kann man« anstatt schräg ^rolk nach B« wie in I * zu zählen « in der dieser 
OB en^egengesetzten Richtung von über b und ^ nach y dreimiil die OB abzählen. 

tu. Ise eine cvmpUxie Anzahl^ + 4 -»- 4^2* ^i^ «m^r Iransveryäf^ beedekUoheni liz 42* 
2» muUipliciren^ so gibt die tiiansversive Beziehung des Multiplicators an» man solle« wenn maa 
von nach -)- schaut« sich , je nachdem diese Beeiehung. positiv oder negativ transversiv 
ist; vorerst mit einer Halblink»- oddr flälbi^ebtswenduiig.in die ; RitibtuOig von nach + 4. 
oder nach -^ | stdHen , und ntin die Zählung« wie die der Multiplicand Torsehreibl« nach 
der Ti^über erklärten Weise vorwfiru und seitwärts ausführen Dadikrcb bescbffcibt* maa in 
Fig. 23 entweder einen der« aus CoondUoätnBitigtii ausammetigesetzjkea gsibrothenen Züge 

Otn3(SS/ Oahti, oder eine^ndei* schrägen gcradfen'Äüg« Ö©S)V'<Ä^' SoMch- findet matt 



• . «: .;: (IL.Ti -^ 4,2)" <+ "iSy^Ä-lf^li. 9" -fJ-" 2'! 3^= + ^8 4-" 4 = 08®, '• -i 

;■ ' ■ ■•' ■ (4: 4-11 ;2) r(- ^2) ='- ;4'.2' -''ä;"2=' '^';4;ö'-^'4''i=! u^' ■ ■''■' ''^ - 

iVl &W endlich zwei complexe Arizaüienj -|-'"4 '— ^2 und'-f^'ä '-^ '^2,' »Hi/ einander 
zu mulUpUciren . so wird man den Multiplicand' ^^ 4 — 4r2 zuerst lifiil d^m direct beziehli- 
chen Gliede, 4" '3,^ na3i D, und dahn mit dein tratisvers* beziehfichenT — ^2, badi UrhiXil- 
liplioiren^ Duj'<;h die ^i^ie Mutffplication ' kommt m^ii von 6i^ber^i& nack^* und j^>'iiiflt 
durch die zweite Multiplication, nachdem man sich rechts gewendet, toq F über M nach Ki 
AnfUiesie -Weistf findet man in Kg/ 24 • " < - . 

• (+ * - ;2) (+• 3 + \i) = 

. <+ 4 + 4,3) (+ 3 + 4Ö) =t (— 4 ~ 4.2) (— a — 4,2) = -f. 8 -f 4,14 = Öp" 
(V 4 4. 4ii) <+ » -^ 4,2). n= (— •. 4' -^ |-2) (~ .3 + 4,«) =: 4- 16 — 4,2 = Ogft' 
(+ 4 + 4,2) (_ 3 - 4,2) = (- 4 - |2) (+ 3 + 4,2) = - 8 - 4,14 = Oft 
(+.4 + 4,0) (--• 3 -f-- 4,2) = (- 4 — ^2) (+ 3 •-:- 4,2) •= —.1« +.4,2 = Off. 
Eben so zeiciinen in Fl^. 23 die piinktirlen Züge die Producta 

(+ 8 + 4,2) (+ 3 :- 4,2) = (~ 3 - 4,2) (- 3 + 4,2) = 9 + 4 = 13 
(+ 8 -^ 4-2) (-1- * + 4-2) = H 3 + 4,2) (— a — |2) = 9 + 4 = 13 

zweier 'CDbjugirtercompIexer Anzahlen. 

.■ ., ...■..,>,.'. 



-"4 + 4,2) (— :3 +'4,2j = -f 8 '^ 4,'I4 Ä WK 

— 4 -f 4,2) (— 3 — 4,2) = 4- re + ^2 = OFit 

-'.'* + 4:2) (+ 3_rh 4n = -16 - i2 = ^ 
- *. + 4-3) (+• 3 - 4^2) =;: - 8 + 4,1* = OA , 
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• Föitseuang. 

Mu Itiptication beliebiger comple^er . Zahlen, 



Sei^eine complexe -Grösse ß- + ^6 'mit eiüer con1plcx^rf'5^abl u + 4^ iju mulHpIi- 
ciren. Man steite-die Glieder ded Mulüplicands» a ut^d' 6j, duroh 4ie ihnen proportionalen 
Strecken Oii und OjB iia Fjg. 2o vor., welcbjß man nach Ma^sgabe. der algebraischen Bezie- 
hungen van a tind h jaüif:die Grundrichtung QX^ üod darauf sedkreqht aufträgt, \kXk^^. 

den CoordinatenKug OAB ZI ^ + 4^ oonstruirt. Diesen' Coördintftenxug ifuti niultiplicire 
man' mit den Zahlen et und ^» d. h; maA zeichne (verkleinernd: lodiir tergröasemd) ibni ifii 
den Ma^seti 'oder Verhältnissen 1 91« und t : /}; * - j . , • um. 

Ztt diesem .Zweeke trage tinra auf einer beliebigen dur^h gehenden Geraden Z'QZ 
zuerst -die durch 1 (Eins) vorzusretiendeLängeneinlieitVonA nlich 1» vnd dann von Q na^h 
« utid ^'Längen auf» deren Verhältnisse «ur Lärageneinfaeit die Zahlen 'a und ß sind« -^d 
dass Ol r=:> \\0a z=i'-^^ Oß :si ß gesetzt. werden kaiin. Baoii riebe man, um OA =r a.M. 
multiplicireii, die Gei^iJe ^l/nnd zu ihr durch fliß Punkte. « und ß die tfC und /^Jf ||. 



»tlB 

Sofort lÄt } OitOa:Oß=t:OÄ:OCtOK \ 

also auch 1 t a : ß z^ a .: ^ OC i OX, 

folglich OC = aa, OK =: ßa. 

Um noch AB = 6 zu multiplijcircD , fähre, nian die Gerade OB und durch C und 
ÜT zur AB II die CZ> und KL. Dann ist 

ABl CD . KL:nOA. OC lOKzszOi : 0« : 0/9 
oder bi CD i KL z=: \ i a i ß 

daher CZ> =r afr, KL -=1 ßb. 

Hat man hierbei die Längeneinheit Ol =r 1 so aufgetragen, dass ihre Richtung Ol 
mit der Grundrichtung OX einen spitzen Winkel bildet, und hat man die Strecken OAl^Uy 
AB ZZ b^ Oa zir. a , Oß ZZ' ß '» mit Rücksicht auf ihre algebraischen Beziehungen, auf die 
Aien XX, HZ und senkrecht auf die erstem aufgetragen; so hat der Goordinatenzug 

OCD ~ oa -{" ^^b bereits seine rechte Stellung. An' ihn schliesst man sonach in seinem 
Endpunkte />, durch den man eine zur Grundrichtung einstimmig ||e Richtung DX zieht« 

den Zug OKL = /9a -f- \ß^ ^n* indem man ihn vorerst zu seiner Lage 1 1 sich vorstellt, 
und nachher ihn aus der Richtung DX um einen rechten Winkel, nach der Seite der po- 
sitiv ablenkenden Winkdhin, hinausdreht. Hat man jedoch auf die Beziehungen von a, fr, 

a, ß keinen Bedacht genommen, so muss man die CoordinatenzGge OCD und OKL noch 
in ihre richtige Lage bringen und in D an einander hängen« Danach erhält man, je nach> 
dem ß positiv oder negativ transvers bezi^lich ist« für das Product den rechtbrüchigen 

Zug OCDEF oder OCDEF » also 



(a 4- ^) (« -[- 4/9) — {aa — ßb) + \fjtb + ßa) ZZ OCDEF = ODF 

(a + I*) (« — 1/9) = iaa + /9i) + |(aÄ — ßa) = ÖCDWF zz ÖDF. 

* 

S- 110. 

FortsetxuDg. 

MuUiplication einer Summe wie immer ablenkend beziehlicher Grössen mit einer Summe wie 

immer ablenkend beziehlicher Zahlen. 

Man stelle den Multiplicand, jene zu multiplicirende Summe von wie immer ableni* 
kend beziehlichen Grössen, durch einen gebrochenen Zug T dergesult dar, dass die Strek- 
ken des Zuges die Glieder der Summe, und die Winkel dieser Strecken mit der Grund- 
richtung die Ablenkungen der algebraischen Beziehungen der Summen vorstellen. Ist nun 
der Mttltiplicator eine eben solche Summe beliebig ablenkend beziehlicher Zahlen, wie« 

^«a + e^b + e^rc + e^^d + ...;, 
wo a, b, c, df , . . . absolut gedacht sind ; so multiplicire man jenen Zug T, den JMultipli- 
cand, mit diesen Absolutzahlen a, b, c, d, , ^ . ^, d. h* man zeichne (verjünge oder ver- 
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grössere*) diesen Zug in den Massen oder Yerhllltnis^en > i : a, i : b, ii c, i: dg : . . ^, 
so dass man auf diese Weise .die dem Zuge T pat^Uel gestallten und mit ihm in einerlei 
Punkt anfangenden ähnlichen Züge . - • 

aT, br, cT^ dT^ ^ . , . 
erhält. 

Nunmehr gebe maii : dem :Zl]gei aT* seine richtige Ablenkung» indem man» seinen An- 
fangspunkt beibehaltend, seine Grundrichtung:— ^ und «damit jede Strecke desselben — ans 
ihrer ursprunglichen Lage um den Winkel.« schwenkt. Auf den Endpunkt des nun richtig 
gestellten Zuges aT bringe man den Aafangspunkt des folgenden Zuges hT^ und lasse seine 
Grundrichtung aus ihrer urßprünglichen Lagß um den Winkel ß ablenken« Und auf dieselbe 
.Weise schliesse man auch jeden folgenden Zug, c7V dT, . • .««an den nächst Torher fest- 
gelegten Zug, und schwanke seine Grundrichtung aus ihrer ursprünglichen La^e nm den 
gehörigen Ablenkungswinkel /, ^; • • • heraus^*). Dann muss , wenn alle Züge in ihrer 
richtigen Ablenkung an einander gehängt worden sind, der aus ihnen zusani mengestellte ge- 
brochene Zug das geforderte Product 

= «+«a 7- + ^b r + <r+»'c r + e^^dT ■\- . . . . darstellen. 
Zur Erläuterung dienen die Figuren 26® und 26 • 

8. m. 

Schlasf. 
EinfcLchste Ausßihrung, ~ ' * 

Am einfachsten stellt man das Muhipliciren einer Summe beliebig ablenkend bezieh- 
lieber Grössen mit einer Summe wie immer ablenkend beziehlicher Zahlen graphisch in 
folgender Weise dar. Man repräsentirt, nachdem man eine bestimmte Längeneinheit festge- 
setzt hat, den Multiplicand durch einen gebrochenen Zug 9, und ersetzt ihn durch den ihm 
gleichgeltenden, von seinem Anfangspunkte — dem Fixpunkte — zu seinem Endpunkte 

A hinlaufenden geraden Zug e^^a = OA in Fig. 27. Die Richtung dieses Zuges nimmt 
man zur Grundrichtung für den gebrochenen Zug 8, durch welche man den Multiplicator, 
«n Bezug auf dieselbe Längeneinheit, Torstellig macht, und ersetzt auch ihn durch den ihm 

l^leichgeltenden geraden Zug e^b r= OB. 

' r I 

^) etwa ttit dem Paofcogrftpben. • 
**) Man katin «ich m diesem Zwecke beld^m>ir}clicbea ZeicbtieD den Z«g T mit den. ihm ahalichen Za- 
gen aT, bT, oT, dT, und mit neuen Grün J rieh tungen, von denen die den Zügen gemeinschaftliche 

Grundrichtung um die 'VVinVef a, ß, y, <f , .... ablenkt, auf ein durchscheinendes Papie^ zeichqen , und 
sie Von dfesem auf ein anderes mittels richtigen Atiflegens und Abstechens (Piqüii'cxiä ) übertragin und 



aik einander ansühliesstfn; 
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ilf 

•' ' ' TJift'nun den Ziahlwerth a deü ' den 'Ha\ii0chaA torstelfendeti geraden la^t»^^3. 

mit dem Zahlwerthe b des den Multiplicator vorstellenden geraden Zuges OB zu multipfici- 

ren, trägt man auf OA aus O bis 1 die Längeneinheit 1 auf, zieht die Strecke IB und führt 

OA , 

zu ihr II durch A die AB^ und sofort ist .Of f:: Oß» ^ -zz b(jß ; 1) = ab* Darnaeb 

stellt der gerade Zug OB^ dessen Länge := ab ist^ und dessen Richtung von der Grund- 
richtung OX um den Winkel « 4* 1^ ablenkt, das Product SüB der gebrochenen Züge 41 und 

©, oder das Product e^^a . e^b der geraden Züge €^*ä Tlhd d^6 vor, oder es ist* • ' 

9i.fb = €^'^aii^b. -rz e^'f+^^ab ZZ i^. > .. ! . 

Hat man noch mehr Multiplicatoren, so stellt man auch sie durch gebrochene Züge 

6, S), . . . dar, indem man jedesmal die Richtung des, den nächst vorhergehenden Factor 

vorstellenden geraden Zuges zur neuen Grundrichtung nimmt« Hierauf führt man zu den 

Endpunkten dieser Züge die geraden Züge e^'^c» e^^d, • • • • und zeichnet in der so eben 
beschriebenen Weise die Multiplication mit diesen nach einander folgenden Multiplicatoren; 
so dass man erhält 

««6 =: e^^a . e^b. f^^c != A'^^^'^^^ abc = OC' 

aS3(5D = e^'^a .' e^b . e^^c • e^^d '= e^^'^^+^^bcd ZZ Öü, u- s, f. 

'• ■ * . ' 

.8. 11«. 

Zeichnende Darstellung des Dividirens ablenkend beziehlicher Grössen, 

Da das Diyidiren der Bückschritt vom Multipliciren , näniUch das AuCsuchen eines 
Factors — des Quotienten — aus dem Producte — dem Dividende — und aus dem an- 
deren Factor — dem Divisor — ist; so lassen sich aus obiger umständlich erörterten Dar- 
Stellung des Multiplicirens ablenkend beziehlicher Grössen und Zahlen leicht die Regeln des 
Dividirens derselben herleiten. 

1. Beispiel. Bei der Division (12 — |6) : (± 3) 

stellt man (Fig. 23) den Dividend 12 — 4.6 durcH 0(l2)Fdar, theilt OF in 3 gleiche 
Tbeile OB zu BD ZZI DF^ TrefiFen solche Theilungispunkte, wie hier, mit Kreuzungspünkten 
zusammen, so ist der Quotient abermals eine ganze Zahl; also ist er entweder r= + 4 — ^2 z± 

TJaB oder ZZ — i + ^2 ZZ O^. 

2. BeispüL Ist + 8 — 4,14 durch + 4 — 4,2 zu theilen, so stellt man (Fig. 24) 

den Dividend durch OSK und den Theiler durch OAB vor;. zieht dann OB und durch K 
darauf senkrecht KF. Sonach zeigt sich OF = 3. OBj FK =1 2^-05, also ist der Quo- 
tient IZ + 3 — 4,2* ' : 

3. Beispiel. Bei der Tbeilung überhaupt cons^truirt man (Fig. 27) erst den , den 

Dividend JW5 vorstelfeiuleiii, geraden Zug OB, #ägt darauf den Zahlwerth b des Divisors 

15» 
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Jß ~ e^h von bis B, legt daran den Winkel ß entgegengesetzt an, um die Riclitung Oj4, 
des den Quotienten Torstellenden geraden Zuges und so ihren Ablenkungswinkel ^OX z:z a 
zu erhallen« Auf ihm schneidet man die Längeneinheit Yon bis i ab» zieht Bi und dazu 

II B'A. Dann gibt OA den Zahlwerth a und der gerade Zug OA n: e^^a den ganzen gra- 
phischen Ausdruck des Quotienten Sl.' (Vergl. 8« 11t.) 

4* BmpieL Hieraus ergibt sich zugleich, wie man das .Umgekehrte von e^^a con« 
struirt. Man tragt nämlich auf die Grundrichtung QX von O aus (in Fig. 27) die a und 
1 auf, legt daran den Winkel — a, schneidet auf dessen Schenkel wieder 1 ab^ zieht ai 

und lA \\a\. Dann ist der Zug Oh ZI «"^*— = 1 : e^^a das Umgekehrte von e^^a. 

Zeichnende Darstellung des Potemirens ablenkend beziehlicher Zahlen nach 

ganzzahligen Exponenten. 

I. ht der Exponent eine absolute oder eine positiv beziehliche ganze Zahl t so kommt 
das Potenziren einer Zahl mit dem wiederholten Multipliciren, d. i. mjt der Aufstellung des 
Productes so vieler« mit dem Potentiand identischer, Factoren überein, als der Exponent 
vorzählt. Mithin können die' Regeln zur zeichnenden Darstellung des Potenzirens leicht 
aus jenen fürs Multipliciren aufgestellten abgeleitet werden. 

1**' Fall. Ist der Potentiand nur einfach und direct oder transversiv beziehlich, ±a, 
■4- ^a, so wird man in %. 107 bloss £ = a machen, folglich die zweite Potenz als Quadrat 
dargestellt erhalten. 

2^ Fall. Ist der Potentiand eine complexe ganze XaMy — 3 -)- 4*^; so erhält 
man seine nach einander folgenden Potenzen« die 2^» 3'% \^ » u. s. f.» indedn man ihn wie- 
derholt, gemäss §. 108, IV.» mit sich selbst muliiplicirt So z. B. wird 

(+ 2 — 4,3)* = 4 — 4,12 — 9 = — — |12 

durch den Zug OLM. in Fig. 24 bestimmt« ^ 

3**' Fall. Allgemein, wenn der Potentiand was immer J&r eine algebraisch beziehliche 

Zahl e^^a ist« stellt man ihn durch den geraden Zug Qa in Fig. 28 dar, beschreibt um 
mit a und mit der Längeneinheit 1 (concentrische) Kreislinien» trägt den Winkel a mit» 
tels des von ihm bestimmten Kreisbogens wiederholt auf, tmd vollbringt nach §.111 die 
in Fig. 28 ausgewiesene Zeichnung, um nach und nach die natürlich aufsteigenden Potenzen 

von e^^a zu erhalten, 

(«+»a)= Oä . (e^af = «^a« = Oia*) 



C^"a)< r: «W«a4 — ot«*) 



(e**»«)» = «*»«a» = (Ka^i b. 8. f. 



. Anmerkung. Das nach einander aufsteigende Potenziren einer Zahl a allein kann 
auch nach der in Fig. 29 dargelegten leicht Yerständlichen Weise ausgeführt werden. 

IL Isi der ExponetU eine negativ beziehliche ganze Zahl^ so wird man vorerst das 
Umgekehrte des Potentiands nach %. 112^ 4. Beisp., construireni und dieses nach dem posi« 
tiv bezogenen Exponenten potenziren. 

§. 4i4. 

Zeichnende Darstellung des Radicirens ablenkend beziehlicher Zahlen. 

L Aus der für das Potenziren« in %. 113, angegebenen Construction ergibt sich 

nunmehr leicht die Construction der H^urzeln aus ablenkend beziehlichen Zahlen. Denn die 

• 

\ e^by weil sie wieder eine ablenkend beziehliche Zahl e^^a sein wird, (^a und b absolut ge- 
nommen) muss, wenn man den Radicand e^b als den um den Winkel ß ablenkenden ge- 
raden Zug b vorstellt» durch jenen um den Winkel a ablenkenden geraden Zug a vorge- 
stellt werden können, welcher constructionell zur n^ Potenz erhoben wieder auf den Zug 

n 

e^b zurückführt; weil die Gleichungen M e^b =: e^^a und {e^^a) ZZ e^b sich wechselweise 
bedingen. 

Um aber hierbei die Wurzel sogleich» nach $. 76 und 77» in der soviel- deutigen Be* 
Ziehung »u erhalten, als der Wurzelexponent n zählt; erwägt man, dass jede Richtung» also 
auch die Richtung OB^ in Fig. 30» des den Radicand vorstellenden Zuges» nicht bloss da- 
durch erreicht wird, dass eine sich umdrehende Richtung um einen gewissen kleinsten 
Winkel ß von der Grundrichtung OX ablenkt» sondern auch dadurch, dass sie nachher noch 
beliebig oft eine ganze Rundherum- oder Ringsumlenkung oder einen vollen Winkel» in 
demselben oder im entgegengesetzten Sinne der Ablenkung» beschreibt. Sonach kann man 
die Ablenkung der Richtung OB von der Grundrichtung OX als durch den Winkel /9 -|- 6. 2^ 
bestimmt ansehen» wenn b eine positiv oder negativ beziehliche Anzahl vorstellt. Dann 
soll eigentlich 

und («^"a)r = ^"a" ZZ e+C^ + ^-2^)ft 

sein; folglich ist na ~ /? + h.2n, a'* ZZ b 

/? . 2yr » 

und a = — 1-0 — > a ZZI Y^b, 

n « 

wofern b ZZ ±(0, I, 2, 3, ... n — 1). 

Man theilt demnach den Winkel BOX = /? in n gleiche Theile, so dass OA die 

V . ß 

nächste oder erste Theilungsrichtung an der Grundrichtung OX wird , mithin AOX =r — 

ei^föllt; und danach tkeik man auch noch den mit der Ricfatotig 04 »nfakig^den und 
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Endenden vdlleh Winkel inhin gibidhe Tfaeife^^ tnittd^'der'Riblitungeii OA\OA\(Xd'\,. — 
Dann gehören die n Rioh(ang«n OA^ 0Ä\ OÄ', '0A^'\ ..^ dem geraden Zage aav>^^l(iher 
die geforderte Wurzei darstellen sotL 

Um die "Länge a ' diesem 'Zug'e's ' tu. erhallen^ ' construirt man die absolute Zalil 

a ~ y^b entweder versuchsweise, indem man (lir a eine gewisse Länge annimmt, und nach- 
sieht, ob mittels consiructioneller Potenziruag derselben, nach Fig. 28 o. 29, S* H3, L« ihre 

« 

n** Potenz =i wird; oder, indem man diejenige Parabel construirt, deren Gleichung y=dr" 

ist, und darin die Ordinate y ZZ b macht, wonach die Abscibse x zz, y^bzzia sich ergibt. 

Ist insbesondere ^er Wurzelexponent n z^ 2*"« , eine Potenz von 2 , so l)esümmlt 



2" 



Qian die Wurzel Y^b ZZZ Y^b :=z a leicht elementar^geometrisch , durch wmajige Construc-^ 
tion der mittleren geometrischen Proportionale zwischen 1 und b. 

Führt mao endlich mit dem Halbmeseer von der Länge a um den Fixpunkt Q eiofi 
KreisjUoie, so schneidet diese von. ^en vorher gefundenep n Riehtun^en die n Zügeab^ 

welche der Grösse und Beziehung nach die geforderte \^ (e^^b) ~ {(^*ä)) darstellen. 

IL Ist insbesondere aus einer complexen ganzen Zahl, — o — |, 1 2, die zweite Wurzel 

« 

in einer ganzen Zahl zu ziehen, so stellt man den Kadicand durch seinen Coordinatenzug 

0(12)ilf in Fig. 24 dar, und beschreibt über OJf als Durchmesser eine Kreislinie. Geht 
nun diese dureh einen Kreuzung^punkt L» halbirt der gerade Zug oder der Strahl OL die- 
ses Punktes den Winkel JlfO^; und wird erj so wie auch die Strecke IfL durch Kreuzungs* 
punkte in lauter unter sich gleiche Theile getheilt; so erhält man den Zug, welcher die ge* 
forderte zweite Wurzel, nämlich 4* ^ — i^, darstellt. 

■ • 

S. 115. 

Constraction von Potenzen ablenkend beziehlicher Zahlen nach unganzen Exponenten. 

L Ist der Exponent einer solchen Potenz rational, also ein regelmässiger (gewöhnlicher) 
Bruch; so ist für den Fall, wo sein Zähler dtz ^ i^^ » eine solche Potenz eigentlich ^ne 

Wurzel, nämlich (r^-^i) " ~ y («^'^^A^^), daher die Gonstruction »ach dem eben Gelehrten 
'auszuführen. Ist aber der Zähler eine von {'verschiedene Anzahl, so ist eine solche Potenz 

p n 

(€^b) ' entweder als ^ine Wurzel aus .einer Potenz, ^ifi^by» oder als eine Potenz von einer 



Wj»^9l, \l(e^bf» dars(«lll;ar, und wird daher; nach den ziiletzt gezeigten, zweieflci Cgn^truc; 
tionen gezeichnet Der bestimmt beziehliche Grund wMb derselbea wird, dann! als e.^ i " 
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durch einen geraden Zug OC von der Länge 6 " ~ {V^) — V^^ , dargestellt , dessen 

P ß 

Richtung mit der Grundrichtung OX den "Winkel COX 12 ^ß = p- einschliesst» 

Die Richtungen der übrigen n — 1 geraden Züge ergeben sich« wenn man den mit OC 
anfangenden und schliessenden vollen Winkel 2n in n gleiche Theile theilt. 

Vergl. Fig.' 31, wo {e^b)^ rz (^i^e^bf construirt ist. 

IL Isi dagegen der Exponent irrational, so kann man von der Potenz (^6)" den 

Grundwerth e^^b^g so lAreit als man nur immer will genähert, den Winkel mß und die 

Länge 6" des ihn repräsentirenden geraden Zuges construiren. Da zugleich der allgemeina 
Ausdruck dieser Potenz 

i ZZ dtz {Os I, 2, 3, ... . in infinit^ ist; 
so repräsentiren sämmtiiche eben so langen Züge« die aus dem Anfangs- und Fixpunkte 

O denkbar sind« oder alle Halbmesser der um O mit den) Halbmesser V^ beschriebeneo 
Kreislinie die gesammlen — unendlich vielen — ablenkend beziehlichen Ausdrücke der ge- 
forderten Potenz; oder jeder solche Halbmesser oder Strahl repräsentirt diese Potenz in 
einer gewissen ablenkenden Beziehung. 

Denn liegt der irrationale Exponent m zwischen zwei benachbarten, im Zähler nur 
um 1 verschiedenen, regelmässigen Brüchen vom selben Nenner n\ so ist der an den Win- 
kel m^ sich anschliesende volle Winkel 2^ in n gleiche Theile zu theilen« damit seine n — 1 
Tbeilungsrichtungen die n — 1 übrigen aklenkenden Beziehtmgen der Potenz b^ verbildli- 
chen. Allein dieser Nenner n muss. unendlich wachsend gedacht werden« damit dem irra- 
tionalen Exponenten m die ihn einschliessenden oder eingrenzenden nachbarlichen Brüche 
, immer näher t^nd näher« und so nahe kommen« als man nur immer will; dadurch aber 
rücken jede zwei unmittelbar auf einander folgende solche Tbeilungsrichtungen des vollen 
Winkels einander unendlich nahe« oder sie alle übergehen endlich in sämmtiiche aus dem 
Punkte möglichen verschiedenen Richtungen. 

> JLeichnung der Logarithmen ablenkend hezUhlichtr Zahlen^ 

I. Soll der natürliche Logarithne einer ablenkend beziehlichen Zahl e^^a construirt 
werden« so ersetzen wir den Exponenten a durch den allgemeinen a -|- a * 2;r, wo a Ü^ 
Hh (0, 1« 2^ . . • . od) ist Dann hat man . ^ 

/(Ce+«a)) — l (^^« + ^^^ä) IZ /a + 4(a + Ä . 2»). 
Nun construirt man von der absoluten Zahl ^ den natürlichen Logarithmen la^ in- 
dem man die Logistik (logarithmische LTnie) « derep . GQpr4«n^teDgleichuiig. y ZU e' ist, ver- 
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zeichnet und in ihr die Ordinate y zzz a maclit« wornach die Abscisse a: ZZ ly ZZ, la wird. 

Danach trägt man vom Endpunkte dieser Abscisse auf die daselbst eiTichtete Senkrechte 

die Längeneinheit (d. i. . die der Abscisse entsprechende Ordinate» weil, für or ~ 0, 

y ZZ 1 ist) erst nach Vorschrift der Zahl a und dann noch beliebig oft, nach der einen 

und anderen Richtung ' (Seite) hin, weiter nach Vorschrift der Zahl 2jr zi 6*283185 ... 

Dann repräsentirt jeder der unzählig vielen solchen Coordinatenzüge la -|- ^ijt + a. 2^>» 

wo a ~ ±C0 j l » 2, . . . . oo) pder der ihm gleichgellende gerade Zug r^W, der durch die 

Gleichungen 

la a + aJ^Ti la + i(a + <t.2;r) , , , . , 

— T = ^ ^ Zl 7, , .^_ .^ —d=, vaL abs. V(&)^ + (a + a.2ir)» 

ccs.o sin.o cos.ö '\' ^sm.dziZr'^ v^ -^ i ^ i 

bestimmt wird, den verlangten Logarithmen /(C^*)), 

2. «/f£^er künstliche Logarithiae für eine gewisse Grundzahl b wird entweder nach der 
allgemeinen Vorschrift 

* In 

Ug.n = ^ 

auf einen natürlichen Logarithmen gebracht, wornach 

log. C^^«a) = ^ / (^««) 

wird, und nach dem so eben Gelehrten so wie nach §. 108 — 112 zu construiren kommt; 
oder man nimmt in der gewöhnlichen Weise die Logarithmen und bekommt 

leg. (C^^a)) ZZ log. C^(« + «'2^)«) illog. a + 4,(« + a-2«) log, e 
wo man den ersten Theil und den letzten Factor des zweiten Tbeils mittels der Logistik 

h h 

y ~ b' construirt, indem man einmal y -==. a nimmt und x z^z leg. y ~ log.a erhält, und 

h 
ein ander Mal y ZZ e nimmt und a: ~ log. e findet. 

S. 117. 

Conslruction natürlicher Potenzen nach complexen oder ablenkend beziehlichen Exponenten, 

l.Der natürlichen Potenz e**"^^^ ertheilt man, am sie zu construiren, die Form e^e^* 
welche durch einen geraden Zug vorgestellt wird, dessen Elongationswinkel die Grösse ß 
besitzt und dessen Länge «<> sich ergibt, wenn man in der Logistik y ZZ e* die x ZZ a, 
oder in der logarithmischen Spirale r ^ «' den Polarwinkel (p ZZ a macht, da man dort 

die ,y ZZ e** und, hier den Radiusvector r zz e<* erhält. 

» ' . ' 

IL Weil die complexe Zahl a -f" 4^ ^^^h al& die ablenkend heziiefalipbf. f^m ver« 
n^öge §. 80, I mittels der Gleichungen 

« ß « + 4^ _ _ 7 I, \/ a , ;.» 

:zz -T^- — m ; ~" ZZ m ZZ vaL abs. V« +p 

COS. (A stn. fi COS. fA *-|** ^in. ja = e^ 



Ifl 

dargestellt werden kann , so ist damit auch nachgewiesen«, wie die natürliche PoUnt €^ ^ 
durch einen geraden Zug darslellbar ist. 

r 

Ccnslrucliou jeglicher Po ten% eines complexen oder ablenkend beziehliohen PoUntiands nach 

jedwedem compUxen oder ablenkend beziehlichen Ea:ponenlen» 

L Es ist ganz aU^^mein 

d. h. die Potenz (r*"a)'* + ^r= (a cos. « + |ä sin. df^^^ 

iMsst sich auf die Form eines Productes zurückführen, dessen Factoren 

Ce^'*aTunAe-'^^*P^ 
nach §• 113, 115 und 117 constniirbar sind, und das sodann selbst nach S* t07 <— 111 
conslruirbar ist. 

II. Setzt man n + 4/^ ZI e^m, 

also - — - ZZ ■■ ; ZI TT^ H: ^ IZ W. abs. Vn^ + p^ 

cos. II sin. II r^'* ¥ i r 

so wird iey^aT+ ^ — (4?+«a)^''^'"^ 

mithin ist auch nachgewiesen, wie die atlgemeinste Potenz {e^ay 
ccnstruirt werden kann. 

S. 119. 

jR&ckblicL 

Aus dem ganzen Zuge unserer geometrischen Constructiooen von $, 106 an bis 
hieher erhellt nun, dass und wie die Ergebnisse sSmmtlicher sieben Grundrechnungen der 
Algebra Yon der Geometrie der Ebene construirt» naraenilioh durch Strecken dargestellt 
werden können, und wie ihre Construotionen folgerecht aus einander hervorgehen und 
innigst amer aich zusammenhängen« Daraus wird sofort ersichtlich, das« und wie alle 
Arten von Rechnungsausdrücken mittels Cooatruction in einer Ebene durch Strecken ver* 
bildlicbt werden können. 

t. 120. 

Bestimmung von Punkten im Räume durch unebene Zuge und zunächst durch winkelrechte 

Coordinatenzüge. 

Bisher haben wir alle in Betracht genommenen räomiichen Gegenstände in einerlei 
Ebene enthalten vorausgesetzt« namentlich worden alle nnmitteViar oder mittelbar zu be- 
stimmenden Punkte mit der Grundrichtung in der nämlichen Ebene befindlich angenommen. 
Gegenwärtig heben wir diese Annahme oder Bedingung aoff und erforschen demnach 

16 
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Bestimmung von Punkten des Raumes in Bezug auf .einen 6xen Punkt und eine festgestellte 
Grundrichtung mittels unebener^ d. i. nicht in feiner Ebene enihaltener, gebrochener Züge. 

In diesem Falle muss entweder noch eine zweite Grundrichtung — gewöhnlich auf 
der ersteren senkrecht — oder eine Grundebene festgestellt werden, welche meistens ent- 
weder die erste Grundrichtung enthält oder zu ihr parallel ist. Denn hier genügt der 
Winkel» um den die zu bestimmende Richtung von der ersten Grundrichtung ablenkt, alleinig 
noch nicht zur Bestimmung jener Richtung, sondern dazu ist jederzeit noch ein zweiter 
Winkel erforderlich ; oder überhaupt, es müssen zwei Winkel zur Bestimmung einer Rich- 
tung verwendet werden.: . 

Alle solche Bestimmung von Punkten wird in der einfachsten Weise, auf welche 
jede zusammengesetztere zurückkommt^ mittels eines gßraden !(uges von einem bereits 
bestimmten Punkte O aus zu dem zu bestimmenden M bewirkt. 

Sei nun OX in Fig. 33 die durch den Anfangspunkt O des Zuges OM ,^, r zur 
ersten Grundrichtung parallel gleichstimmige Richtung, und Q die Projection des zu be- 
stimmenden Punktes M in die durch OX zur Grundebene parallel geführte Ebene. Dann 
kann man zuerst den Projectionspunkt Q in der Grundebene entweder durch die recht- 
winkligen Coordinaten OP ~ a: und PQ r= y, oder durch die Polarcoordinaten XOQ ZZ « 
und OQ ZZ u bestimmen, und nachher in der auf der Grundebene senkrechten projicirenden 
Ebene QOM des RadiusvectorsOJf den Punkt if selbst mittels der rechtwinkligen Coordinaten 
OQ zz u und QM ZI z oder mittels der Polarcoordinaten QOM ~ ß und OM ZZ r. So wird 
der Punkt M eigentlich durch den dreigliedrigen winkelrecht gebrochenen Coordinatenzug 

OPQM bestimmt. 

Die ersU Bestimmung (des Punktes Q) in der Grundebene gibt vermöge %* 104 die 
Gleichungen des bestimmenden Zuges voll O nach Q 

e^'^u ZZ X -\- \y 

-^_ - -J^ - ' "^ ^^^, = tt - val. abs, V^* + y". 

cflJL a sin, a cos, « •*{- ^sin* a d e^^ . . . 

In der zweiten Bestimmung (jener des Punktes 10 iti der auf der Grundebene senk-- 

rechten pi^ojicirenden :Ebene des Radiustectors OJf muss das Zeichen \. der transversiven 

Beziehung oder des Senkrechtsetns, -zur Unterscheidung, weil hier die Ablenkung in einer 

anderen Ebene als früher vor sich geht, in ein anderes umgetauscht werden; zU' weichem 

Zwecke wir es hier, um dem Buchdrucker keine zwecklosen Schwierigkeilen zu machen, 

bloss einfach umkehren. Daher bestehen hier die Gleichungen des Zuges von O nach ilf 

e'^Pr = u + ^z ^' ' 

ZZ ZI — '■ o zz r zz val. abs. \Ju^ + z*. 

clsi ß sin. ß "ccs.'ß^^Hnr.\ß'^zZ'^^' 

' Bliminii^t htan aus den «rsten Gleichungen 'dic»ef zwei Systemiä von Gleichungen 
die Zahl t^ so fmd^t maA dle^ffauptglelöhtlng ' . ^ • . • i .;'*.. 

' '■; ' J ' •" . • £4«+t/^y lz''3r +''|J*+ t^*»« ' • ' li s- ■ ■ " •. ■. 
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zur V4$rgleichang des geraden Zuges Oif» dessen Richtung/ duiloh die beiden Winkel «zzXO^ 
und ß zz QOM bestimmt wird, miq dem unebenen dreigliedrigen reehlbrficbigen Coordi- 

natenzuge OPQM. - - 

Sie übergeht durch complexe Darstellung von e^^ und ^^ nach uad nach in 

•* + ly + Ct«^")« = ^"C^ c<>^' ß + fr sin^ß^ 

ZZ {cos. a + ^in. a) (r cos. ß) + (t^") Xr sin. ß^ 

ZZ r cos. a cos. ß -{• ^^r sin. a cos. ß + (f^*) r sin. ß\ 

und hieraus findet man (weil dßs Zeichen fe^^ eigentlich andeutet» dass auf der um a 
von OX ablenkenden OQ und auf der Grundebene ^i^QMzZz senkrecht ist) durch Gleich* 
Stellung des Gleichbeziehlichen« die gewöhnlichen Gleichungen 

X ZZ r COS. a cos. ß 
y ZZ r sin. a cos. ß 
z ZZ r sin. ß._ 
Ferner liefern die Gleichungen 

u^ ZZ a:^ + y*, und r« = «« + z« 

sogleich r^ ZZ x^ -{• y^ -{- z\ 

Endlich geben die Gleichungen 

ZZ -T^ — ZZ » und — r 

CCS. « sin. a cqs> ß "^ sm. ß 

auch die folgenden 

' — T ~ — : :; — -T ZZ -: — r ~ r = val. abs. \Jx^ + y" + «*» 

COS. a cös. ß sin. a cos. ß sm. ß y \ j \ 

die man auch aus den früher gefundenen erhalten würde. 

S. 12i. 

FortseUuDg, 
Andere Bcslimmungsweise* 



In einer anderen Weise kann man den Radiusvectorzug OM, in Fig. 34, dessen 
Elongationswinkel von OX oder OPzzx wir durch X andeuten wollen, auch, wenn man 
ihn mittels der MP auf die Grundrichtung OX projicirt, durch den in der Ebene der OJtf 

und OX liegenden zweigliedrigen Coordinaienzug OPVL ersetzen ; wonach, wenn PH -r v ge- 
setzt wird, 

X y 

COS. X — liin — ^ r« z: AT* + »« ist. 

Nachher lässt sich eben so der gerade Zug PH dadurch, dass man ihn mittels der 

16» 
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Jf^ auf die Gf undebene projicirc, durch defa Coordinatenzag PQM ersetzen. Die Ebeoe PMQ 
dieses Zuges steht auf der Crundebene und auf der Ebene des Winkels MOX iz X senk- 
recht, also ist der Winkel MPQ ZI ^ der Neigungswinkel der beiden letzteren Ebenem, 
oder auch jener der PJIL gegen . die Grupdebene. Setzt man wieder PQ zZy und QM ZZ z» 
und ändert man zur Unterscheidung das Beziehungszeichen ^ hier in -> ab^), so wird 

e'*^v := y H — > z 

y _ g 

Eliminirt man hier T, so erhSlt man die Hauptgleichung j 

e^^+^'^r — e^^x + ^y + ii-»z 
oder nach einer leichten Umwandlung 

e'^^x + ^y + (4-"*')^ == e^^r cos. X -f" 4''' *^^^ ^ö^- ^ + (4'"^^'' ^^^' ^ *'''• '^* 
daher 

X "ZI r COS. 1, y -rz r sin. X cos. ^, z = r z/n. i 5m. ^ ; 

• • • 

ferner wieder r* = o:* + y* -f" -^^ 



X y z 
und ^- — 



ccj. X sin. X cos. & sin. X sin: •& 



■=: r. 



§. 122. 

Fortsetzung. 

BesUmmung durch unebene gebrochene Zuge von beliebiger Form. 

Die rechtwinkeligen Coordinaten OP ~ x, PQ ~ y und QM rz z des Punktes M 
(Fig. 33 o. 34) im Räume pflegt man auch gewöhnliq^ den Projectionen des Radiusvectors 
OM. ZZ r auf drei zu den Coordinaten x^ y» z parallele und daher auf einander senkrechte 
Axen gleichzustellen« von denen die erste OX die Grundrichtung ist« die zweite OY auf 
ihr senkrecht steht, und in der Grundebene liegt, die dritte OZ endlich auf der Grundebene 
senkrecht ist« und welche zusammen die drei Axen der rechtwinkligen Coordinaten x, y« z 
heissen. 

Wird nun in Bezug auf einen fixen Punkt O — Ursprung der Coordinaten — eine 
fixe Richtung OX — Grundrichtung — und eine fixe Ebene XOY — Grundebene — ein 
Punkt mittels eines unebenen gebrochenen Zuges besrimmt« und werden die einzelnen 
Strecken oder Glieder r desselben durch einen dreigliedrigen, zu den Axen der x, y, z 

*) Dass unser Pfeilzeicheu, als TransyersiTzeichen der BezieJittiigeii , an (Gunsten des Bücherdruckes, auch 
aufgestellt und gelegt werden kann, ist wohl eher ein Vorzug als ein Mangel desselben^ da andere mathe- 
matische Schriftsteller, wie Gauss, Bretschmeider , Wittstein ^ RumiUon (Tergl. {^ 136 und 137), zur Be- 
zeichnung der Verschiedenheit yon transversen Beziehungen der Messeinheit, nebst i auch noch y und k 
zu Hilfe zu nehmen sich gezwungen sehen». 
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parallelen Coordinatenzug erseut« so ist die ajgebraisdie Summe aller dieser Strecken nach 
dem Obigen, wofern £ das gewöhnliche über alle solche Strecken sich au^^dehnende 
Summenzeichen vorsiellu 

— £ (^**+t/^r) IZ -^ (^ + iy + t«^*«) oder auch 

= -S'C^^+'^^r) =r -2' Qe-^^a: + |y + ;->^)- 
Obwohl nun fiir die verschiedenen Strecken oder Glieder des gebrochenen Zuges 

die Winkel a verschieden ausfallen, so gibt doch das Beziehungszeichen f^^ immer nur 
das Senkrechtsein der z auf der Ebene dieses "Winkels , d. i. auf der Grundebene, zu er« 
kennen, gerade so, als wennainO wäre, für welchen Fall jenes Zeichen einfach in f über* 
geht. Darum kann dasselbe für alle einzelnen Glieder durch dieses einfache Zeichen f 
erseut werden, das somit das Senkrechtsein auf der Grundebene andeutet. Aus gleichem 

Grunde kann man in e'*^:F das Zeichen e"*^ des Senkrechtseins von jp auf der Ebene des 
Winkels &» weil alle diese Senkrechten in der OX liegen, für ^ Z^ in 1 übergehen ma- 
chen, und das Zeichen ^-> von z einfach wie oben in f vertauschen. Auf diese Weise 
wird des gebrochenen Zuges algebraischer Ausdruck 

= -^ ^ + 4r% + t-S-Z. 

Bezeichnet man den geraden Zug, der zwischen denselben Punkten wie jener ge- 
brochene liegt, mit R und seine Projection auf die Axen der x, y, z mit X, Y, Z; so ist 
er auch dem rechtwinkligen Coordinatenzuge 

X + 4,r + tz 

gleich, so wie auch jenem gebrochenen selbst« Daher dienen zurYergleichung dieser Züge 
die Gleichungen 

X + iV + ^ZZZ£ (e^«+^^r) ZZ 2 t^^+-*^r) ZI 2*^ + ^£y + ^£z 

ZZ. £ r cos, a sin* ß + ^ r sin. a cos. ß -f- f 2" r sin. ß 

ZZ 2 r COS. "k + ^ ** ^^^- ^ ^0^* ^ + t-^ ^ ^*^* ^ ^'^« ^> 
oder die gewöhnlichen 

X ZZ 2x ZZ 2r COS. a cos. ß zz 2r cos. X 
Y zzz. 2y ZZ 2r sin. a cos. ß ZZ -^r sin. X cos. & 
Z ZZ 2z = 2r sin. ß ZZ 2r sin. X sin. '&, und 

/?« = X» + P + Z\ 

%. i2S. 

Schluss« 

Andeutung der Anwendungen, 

Die hier gefundenen Gleichungen sind bekanntlich die Grundlage der gesammten 
analytischen Geometrie im Räume, d. i. der rechnenden .Untersuchungen der geraden, eben« 
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und uneben krummen (einfach und doppelt gekrümmten) Linien^ der Ebenen und FlScfaen» 
also auch der sphärischen Trigonometrie und Polygonometrie. Diesen bekannten Gegen* 
stand hier weiter zu verfolgen, würde jedoch mit dem Zwecke unserer Abhandlung streiten ; 
wess wegen dies dem Leser überlassen bleiben soll. 

Eine andere höchst interessante, hier aber auch nur erwähnbare, Anwendung der 
Lehre von den ablenkenden Beziehungen der Strecken , mögen sie insgesammt in einer 
£bene enthalten sein oder nicht« gestattet in der Statik die Lehre von der Zusammensetzung 
und Zerlegung der Kräfte^ und in der Dynainü die Lehre von der Zusammensetzung und Zerle- 
gung der Bewegungen. Z. B. Wenn P und Q zwei unter dem Winkel / auf einen materiellen Punkt 
wirksame Kräfte sind« und R ihre unter den Winkeln ß und a gegen sie geneigte Resul- 
tii ende ist \ so wird diese der Grösse und Richtung nach durch einen der Ausdrücke bestimmt 

r^"/? ZI + e^^P, €^R = P + €^^Q 

wo a + /^ — /• 



B. Ablenkende Beziehungen der Winkel nnd der sie bestimmenden 

Kreisbogen. 

Zu einem Winkel a wird ein anderer b addirt, wenn eine bewegliche Richtung 
nachdem sie aus ihrer ursprünglichen Lage — dem Anfangsschenkel des Winkels a — aus 
gehend in einer bestimmten Ebene den Winkel a durchstreift hat« Ton dem Endschenkel 
dieses Winkels aus noch weiter in der nämlichen Ebene und in demselben Sinne um den 
Winkel ^ b ablenkt (sich dreht) « also wenn in einerlei Ebene der Winkel b sich an und 
neben den Winkel a anlegt. Mithin wird von a der Winkel b abgezogen^ wenn die beweg- 
liche Richtung vom Endschenkel des Winkels aus im entgegengesetzten Sinne um den 
Winkel b ablenkt« also der Winkel b sich auf den W^inkel a zurücklegt. 

Die Aggregation des fVinkels b zn a erfolgt daher entgegengesetzt ^ wenn die Ebene 
des Winkels 6, aus der des Winkels a heraustretend und um den gemeinschafüichen Sehen* 
kel beider Winkel sich drehend^ einen gestreckten Winkel n durchstreift. Mithin ist die 
Aggregation des Winkels 6 an a als nur zum Thdl entgegengesetzt^ als abweichend oder oA- 
lenkend anzusehen« wenn die Ebene des Winkels b bei dieser Drehung keinen gestreckten, 
sondern einen davon verschiedenen Winkel durchstreift, dessen auf die analytische Winkel- 
einheit bezogener Zahlwerth ß das Mass der Ablenkung der Aggregationsbeziehung des 
Winkels b von der Grund beziehung abgibt. 

Sonach ist der algebraische Ausdruck dieses Winkelaggregates a -|- ^^. 

Weicht auch die Ebene des Winkels a von einer voraus festgesetzten Grundebene 
um den Winkel a« so wie jene des Winkels b um den Winkel /^ ab; so beträgt das Aggre- 
gat beider Winkel e^^a -[- e^^b. 
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Ist dann r der Winkel, den der Endschenkel des Winkels b mit dem Anfangsschen- 
kel des Winkels o, oder die bewegliche Richtung nach ihrem Durchstreifen der Winkel a 
und b mit der Grundrichtung» von der sie ausging» bildet, und weicht die Ebene dieses 
W^inkels r von der Grundebene um d^m Winkel q ab; so ist dieser Winkel r der Grösse 
und algebraischen Beziehung nach e^^r* 

Allein/ Düser ff^inkel ^r kann keineswegs obiger algebraischen Summe e^^a-\-e^'b 
der Winkel a und b gleichgestellt werden. 

Denn fuhren bei denselben Ablenkungen a und ß die Winkel a und V auf den 
auch um ^ von der Grundebene ablenkenden Winkel r; so fuhren die ebenfalls um a \xnA ß 
ablenkenden Winkel a 4~ ^' ^^^ ^ H" ^\ ^^^ sich ohne sonderliche Schwierigkeiten ein- 
sehen lässt, keineswegs auf den gleichfalls um q ablenkenden Winkel r -|- r\ Mithin fehlt 

zu jener Gleichstellung von e^^r mit e^a -|- e^^b die in §. 96 angeführte unerlässliche 
Grundbedingung. 

All das von den Winkeln Gesagte gilt auch von den mit einerlei Halbmesser um 
ihren gemeinsamen Scheitel zwischen den Schenkeln beschriebenen Kreisbogen, denjenigen 
nämlich» in welchen die Grundebene und die Ebenen der betrachteten Winkel eine um den 
gemeinschafüichen Scheitel als Mittelpunkt gelegte Kugeliläche schneiden. 

Darum lassen wir die ausführliche Betrachtung der ablenkenden algebraischen Be* 
Ziehungen der Winkel und der sie bestimmenden Kreisbogen» als keine Aussicht auf ein 
erkleckliches Ergebniss darbietend» fallen* 



C Ablenkende Beziehungen der ebenen FlAehen (Figuren). 

Allgemeines. 

Zu einer begrenzten ebenen FUche a — einer gerad- oder krummlinig begrenzten 
Figur *-— wird eine andere solche Fläche b addirt^ wenn diese Flächen an einander han- 
gen, d. h. wenn die Umßinge beider Figuren einen Theil gemeinschaftlich haben» und wenn 
beide Figuren in einerlei Ebene ausser einander liegen» nämlich das Innere einer jeden 
Figur im Ausseren der anderen liegU Mithin wird von einer (versteht sich begrenzten) 
Fläche a eine andere b abgezogen ^ wenn diese letztere in das Innere der ersteren zu lie- 
gen kommt. 

Die AggregaXion einer ebenen Fläche b erfolgt daher entgegengesetzt, wenn die Ebene 
der Fläche b aiis der Ebene der Fläche a heraustritt, und um ihre Durchschnittslinie oder 
um eine zu dieser parallele Gerade sich drehend einen gestreckten Winkel n dürchläikft» 
dabei aber die Umfange beider Figuren einen Theil gemeinschaftlich behalten. 

' Mithin ist die Aggregation dir Piäehe b an a als nur zum Theil entgegengesetzt, als 
alwäehend oder abtenkeni attzusehen» wetn dit Ebene der Figur b bei dieser Drehung kei* 
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nett gestrecktenf , sondern einen beTiebigen Winkel durchstreift, dessen auf die arialytische 
Winkeleinheit bezogener Zahlwerth ß das Mass der Ablenkang der AggregilCionsbezidiung 
der Fläche b von der Grundbeiiehung abgibt. 

Sonach ist der algebraische Ausdruck dieses Aggregates der an einander hängen» 

den Flächen a und b offenbar a -^ e^b, 

Weidit auch die Ebene der Fläche a yon einer gewissen bereits festgestellten Grund- 
ebene um den Winkel a, so wie jene der Fläche b um den Winkel j9 ab ; ao beträgt daa 
Aggi*egat beider zosammenhikigenden Flächen 

Kellen von Parallelogrammen. 

Sind in einem ganz besonderen und einfachen Falle die unter den Winkeln a und/? 
gegen die Grundebene geneigten Figuren a und b zwei Parallelogramm e, welche eine Seite 
— die Grundlinie — gleich lang haben, und erfolgt ihr Anschluss an einander in zwei 
solchen gleich langen Grundlinien, so dass diese entweder TöUig Ubereinfallen oder wenig» 
stens einen Theil gemeinschuftlich haben; so sind ihre mit dieser gemeinsamen Seite pa- 
rallelen und gleichen Seiten auch unter einander parallel und gleich; folglich bestimmen 
sie ein Parallelogramm r von derselben Grundlinie, welches, wenn seine Ebene gegen die 
Grundebene um den Winkel q geneigt ist, die ablenkende Aggregationsbeziehung e^ besitzt« 

Dieses Parallelogramm t^r nun vermag die algebraische Summe der Parallelogramme 

e^^a und e^-'b zu erselzen^ nämlich man ist berechtigt, die (nach §• 96 gemodelte) Gleichung 

e^'^a -|- e^i ZZL e^^r aufzustellen. 
Oder: wenn eine der gemeinsamen Grundlinie der Parallelogramme gleiche Ge- 
rade, indem sie sich parallel zu sich selbst fortbewegt, zuerst das Parallelogramm 

e^^a, und danach das mit ihm zusammenhängende Parallelogramm e^b beschreibt; so ist 
es in Absicht auf Grösse und Beziehung der gesammten beschriebenen Fläche dasselbe, 

als wenn die beschreibende Gerade bloss das Parallelogramm e^r beschriebe. 

Denn legt man auf eine, also auch auf alle drei unter sich parallele Grundlinien 

der zusammenhängenden Parallelogramme e^'^a^ e^^by e^^r eine Ebene senkrecht, so schneidet 
sie die Ebenen dieser Parallelogramme in den Höhen A, B, R derselben und die Grund- 
ebene in einer Geraden, deren eine Richtung man als Grundrichtung ansehen kann, und 
mit welcher Richtung die Richtungen der Höhen die Neigungswinkel a, ß, q der Ebenen 

der Parallelogramme gegen die Grundebene bilden« Mithin kann die Strecke e^^R yermöge 

f. 96 die algebraische Sorome der Strecken e^^J, e^B ersetzen, also e^A + e^^B r= t^R 
gestellt werden. Allein den Höhen A, B, R sind die Parallelogramme a, b, r, wegen der 
Gleichheit ihrer Grundlinien, (direct) proporiionirt; folglich können in der letzten Gleichung 
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die Höhen durch die Parallelograot^me ersetzt werden, und da ergibt sich die 2u erweisende 

Gleichung e+»a -^ e^b = e^^r. 

Auch kann man diesen Satz so wie jenen in §.97 erweisen^ indem man an einer 
leicht zu entwerfenden Zeichnung darthut, dass» wenn bei denselben Winkeln mit a und b' 
das r zusammengehört, auch mit den Summen a -^ a und & -f" ^ ^^® Summe r -{- r 
zusammengehört. 

Hieraus ersieht man sogleich , dass dieser Satz auch für beliebig viele in der be- 
schriebenen Weise an einander hangende Parallelogramme von gleichen Grundlinien« also 
gleichsam für ein gebrochenes oder gegliedertes Band, gelten muss, und dass daher auch 
solche Ketten oder Netze von Parallelogrammen , die sich zwischen denselben zwei gleich 
langen parallelen Strecken ausbreiten^ rücksichtlich ihrer algebraischen Geltung, einander 
yertreten oder einander gleich geachtet werden können. Mithin gelten alle in $. 99, 
103 — 106 und $. 120 — 122 aufgestellten Gleichungen auch noch, wenn die dort vor- 
kommenden lateinischen Buchstaben solche an einander hangende Parallelogramme und 
die griechischen Buchstaben die Winkel ihrer Ebenen mit der Grundebene vorstellen. 



Figarennetze. 

Mit jeder ebenen Figur oder Fläche a, welche gegen die Grundebene unter einem 
gewissen Winkel « geneigt ist« und mit anderen solchen Flächen an den Umlangen zu- 
sammenhängt, können aber, ohne Abänderung ihrer Grösse und algebraischen Beziehung» 
folgende Ferwandlangat oder Veränderungen vorgenommen werden. 

1. Jede solche Fläche a kann in der Ebene» in welcher sie liegt, ganz so wie sie 
bt» ^) an jeden andern Ort übertragen und beliebig herumgedreht« kurz in jede gefallige 
Lage gebracht werden, so dass sie mit den angrenzenden Flächen auf eine von der frü- 
heren verschiedene Weise am Umfange zusammenhängt 

2. Die Ebene« in der diese Figur a liegt, kann entweder parallel zu sich selbst 
verschoben f oder beliebig dergestalt gedreht werden, dass ihr Neigungswinkel a gegen die 
Grundebene stets ungeändert bleibt; indem man sich nämlich durch was immer für einen 
Punkt die Senkrechten auf die Grundebene und auf die Ebene der Figur a führt« und um 
jene Senkrechte der Grundebene diese Senkrechte der Ebene der Figur, samrat eben dieser 
Ebene und der Durchschnittslinie beider Ebenen, herumdreht Man kann demnach die sub- 
stituirende Ebene der Figur ä durch jede zwei Punkte oder durch jegliche Gerade der- 
massen fQhren« dass sie mit der Grundebene den Winkel a mache. 

3. Nebst dieser Orts Veränderung der Figur bei ungeänderter Form kann aber die 
Figur a bekanntlich auch noch« ohne Abänderung ihrer Grösse oder ihres Flächeninhaltes 

*) gleichsam als wäre sie aus einein ebenen Papier au^gesohuitten, 

n. 
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in mancherlei anders gestaltete Figuren« für unsere gegenwärtige Untersnchung In ein ParaU 
lelogramm von — der Lage und Grösse nach — besiimmter Grundlinie oder Höhe verwandeln. 

Mithin lässt sich jede Figur, in Absicht auf Grösse und Aggregationsbeziebung; 
durch ein eben so grosses und gegen die Grundebene gleich geneigtes Parallelogramm 
ersetzen, dessen Grundlinie eine angewiesene Länge und Lage haben soIL 

Bilden demnach mehrere der Reihe nach unter sich zusammenhängende ebene 
Figuren a, b, c, d, .... ein so genanntes Figurennelz ; so kann man sie, eine nach der an* 
deren, mit Beibehaltung der Winkel a, ß, y, d, ^, .. ihrer Ebenen mii der Grundebene in 
(paarweise) an einander hangende Parallelogramme, von gleicher, zur Grundebene paralleler 
Grundlinie verwandeln^ also das Figurennetz durch ein Netz oder eine Kette von Parallelo- 
grammen ersetzen. 

Ist dann durch die erste und letzte Grundlinie dieser Parallelogrammkette ein 
Parallelogramm r bestimmt, dessen Ebene mit der Grundebene den Winkel q ipacht; so 
gilt dieses, wie aus dem vorigen Paragraphe leicht ersichüich ist, der algebraischen Summe 
aller jener Parallelogramme gleich. Ersetzt man endlich wieder diese letzteren Parallelo- 
gramme durch jene Figuren a, b, c^ d, . . ., welche in sie verwandelt worden waren, und 
das Parallelogramm r durch eine ihm gleiche and so wie selbes gegen die Grundebene 
geneigte Figur, so hat man die Gleichung 

^r — e^'^a + e^b + e^^c + e^^d + .... 

Auf diese Weise vermag man demnach jedes Figurennetz , in RQcksicht auf seine 
algebraische Geltung, in eine einzige äquivalente Figur, oder auch in ein anderes Figuren- 
neiz zu verwandeln. Daher bestehen die in §. 99, 103 — 106 und §. 120 — 122 aufgestell- 
ten Gleichungen auch noch, wenn man die lateinischen Buchstaben beliebige ebene Figuren 
oder Flächen, und die ihnen zugehörigen gleichlautenden griechischen Buchstaben die Nei- 
gungswinkel ihrer Ebenen gegen die Grundebene vorstellen lässt. 

Andeutung der überraschenden Verwendbarkeit dieser einfachen Lehre. 

Diese wenigen und äusserst einfachen Sätze sind die Grundlage der analytisch 
geometrischen Erforschung der Flächeninhalte der begrenzten ebenen und also auch krumm 
flächigen Eiguren, besonders ihrer rechtwinkligen Projeciionen auf Ebenen. 

Sei, um den hierbei einzuhaltenden Gang kure anzudeuten, r ein Parallelogramm, 
X und y seine rechtwinkligen Projectionen auf zwei zu einer Seite — der Grundlinie — desselben 
parallele gegen einander senkrechte Ebenen, die also wieder Parallelogramme von gleich langer 
Grundlinie sind. Lässt man die beiden Projectionsebenen parallel zu sich selbst verrQcken, 
bis sie die beiden parallelen Grundlinien des Parallelogramms r in sich aufnehmen ; so hängen 
die Parallelogramme r, or, y zusammen; folglich, wdnn qp den Winkel der Ebene des pro 
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jicirten Pamllelogramms r mit der ersten und eigentlichen Projectioii«ebene — den /¥«- 
jecticnntfinkel — vorstellt; ist, wie in S* 100, IV» 

Projicirt man nun eine geradlinig; begrenzte, wie immer gestaltete Figur r winkel* 
recht auf eine Ebene Py mit der sie den Winkel g) macht, und auf eine zur Durchschnittslinie 
beider Ebenen parallele auf der P senkrechte Ebene Q, so dass dort x und hier y die 
Projectionsfigur ist; so kann man die projicirte Figur r durch Parallelen zur erwähnten 
Durchschnittslinie in Stücke zerschneiden, welche entweder selbst Parallelogramme sind, 
oder wenn sie Dreiecke oder Trapeze sein sollten, dadurch leicht in Parallelogramme ver- 
wandelt werden, dass man durch die Mitte einer mit der (parallelen) Grundlinie zusammen* 
atossenden Seite zur selben Grundlinie Parallelen führt Werden dann noch alle diese 
Theilungs-undConstructionslinien projicirt, so werden durch sie auch die Projectionsfiguren 
in Parallelogramme getheilt oder verwandelt. Ist nun Ar ein parallelogrammischer Theil 
von r, und sind Asc» Ay seine Projectionen. in die Ebenen P und Q, folglich wieder pa- 
rallelogrammische Bestandthcile von a und y; so rouss, weil der Winkel q> für jeden 
solchen Theil Ar, so wie ftir die ganze Figur r, derselbe bleibt, vermöge Obigem 

e^Ar n Aa: + |Ay 
sein. Summiri' man nun alle solchen Gleichungen, so ist, wenn man diess durch das übliche 
Summirungszeichen andeutet, 

r+^2Ar — HAx + l-TAy; 
daher, weil die Summe aller Theile das Ganze ist, hat man wieder wie vorher 

Krummlinig begrenzte Figuren endlich können als Grenzen veränderlicher gerad- 
linig begrenzter angesehen werden; mithin gilt diese Gleichung ganz allgemein für die Pro- 
jectionen X und y jeder beliebig begrenzten ebenen Figur r. 

Aus ihr findet man sogleich die bekannten Sätze für 4ie Projectionen von Figuren 
auf Ebenen x ZZ r cos. 9, y ZZ r sin. gj. 

und daraus die weniger bekannten 

X cos^ 95 + y ^'W' 9 — r, o;* -f" y* = ^^» 

Auch die weitere Ausführung dieses Gegenstandes, besonders auf die Projection 
der Flächen in drei paarweis senkrechte Ebenen, so wie seine Anwendung auf die statischen 
Momente der Kräfte, wozu vornehmlich die Arbeiten Caiichys in seinen älteren Exercices de 
Math^matiques sich benützen lassen^ muss dem Leser überlassen werden« 

§. 129. 

Fertretung der Figurenjutze durch Polygonalen. 

Insofern bekanntlich Ebenen in Absicht auf ihr wechselseitiges Senkrecht- und Pa- 
rallelsein, und überhaupt rücksichtlich ihrer Winkel, die sie mit . einander bilden, ganz durch 



ihre wo immer geführten Normalen (Senkrechten) vertreten werden können ^ darf man auch 
jedes, aus beliebig vielen ebenen Figuren zusammengesetzte Figurennetz durch eine Pclygonale 
vertreten lassen« deren einzelne Seiten die entsprechenden Figuren selbst stellvertreten, auf 
deren Ebenen sie senkrecht stehen. Diese Seiten der Polygonale wird man demnach zu- 
vörderst in Absicht auf Grösse durchgehends den von ihnen reprüsentirten Figuren proper* 
tionirt machen. Sind nämlich A, B, C, . • . diese Figuren, so wird man die Polygonalseiten 
a, b, c, . • . . ihnen proportional d. h. so construiren, dass sich aibici ... ~ AiBiCi ««. 
verhalten; man wird daher die Einheit der Flächen durch die Einheit der Längen vorstei* 
len. Nachher wird man die Richtungen dieser Polygonalseiten dergestalt bestimmen, dass, 
so wie die Ebenen der Figuren A, B^ C, . . • mit einer gewissen Grundebene P die hohlen 
(einen gestreckten Winkel nicht übersteigenden) Neigungswinkel a, j9, 7, • « . • bilden, auch 
die auf jenen Figurenebenen senkrechten Richtungen der Seiten a^ b^ c mit einer be- 
stimmten auf der Grundebene senkrechten Grundrichtung p eben diese hohlen Winkel is» 
ß, y, . » . machen, also dass der Winkel ap ZZ AP ZZa, bpzz BP zizß, cpzzz CP = y, .... 
sei. Endlich wird man aus einem beliebigen Punkte O senkrecht auf der Figur Ä und 
nach der vorbestimmten Richtung die Strecke a auftragen, aus deren Endpunkte senkrecht 
auf der Figur B und nach der vorher bestimmten Richtung die Strecke b abschneiden, und 
wieder aus ihrem Endpunkte senkrecht auf der Figur C und nach der schon ermittelten 
Richtung die Strecke c auftragen; und in dieser Art fortfahren, bis man endlich auch die 
letzte Figur des Figurennetzes durch eine proportionirte Seite vorgestellt hat. 

Auch kann man vermöge f. 127 noch vor der Gonstruction der Polygonale, die 
Ebene jeder Figur des Netzes, mit Reibehaltung ihres Winkels gegen die Grundebene, der- 
gestalt drehen, dass ihre Durchschnittslinie zu einer bestimmten Geraden parallel wird, folg- 
lich die Durchschnittslinien aller Figurenebenen mit der Grundebene insgesammt unter sich 
parallel werden. Dann fallt die ganze Polygonale in eine Ebene, die auf allen diesen pa- 
rallelen Durchschnittslinien zugleich senkrecht steht. 

Jede solche Polygonale vertritt demnach das ihr zugehörige Figurennetz hinsichtlich 
der algebraischen Geltung; und sofort kann der algebraische Ausdruck der Polygonale 

e^^a + e^b + e^^c + ,... 
auch fiir den algebraischen Ausdruck des Figurenneizes genommen werden, wenn man nur 
die Zeichen der Seiten a, b, c, . . . • für die Zeichen der entsprechenden Figuren A,BjC, ... . 
nimmt. Denn nach den obigen Voraussetzungen ist 

a : b: c: : (^"a + e^b + e^^c + .,..) 

= A: BiC: .... : (^»>rf + e^B + e^^C + ....)• 

Daraus erwächst der Vertheil, dass man die Lehre von den Projectionen der Figu- 
rennetze auf Ebenen ungemein leicht mittels blosser Übersetzung der entsprechenden Be- 
nennungen aus der Lehre von den Projectionen der Polygonallinien auf Axen herholen 
kann ; worauf weiter einzugehen hier überflüssig wäre. 
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S. 130. 

SehtussbelracJUung über die in Frage gestellte geometrische Constructicn des s. g. Imaginären^ 

Das in §• 2 angefiihrle Programm stellt die alternative Forderung: 

1. yNach sicheren Regeln die Constructionen anzugeben, die überall, wo sich die Geo- 
meter der imaginären Grössen bedienen, versteckt liegen mögen; oder 

2. ,|WenQ diess unmöglich, wenigstens die Bedingungen aufzustellen, unter denen 
Jene Grössen construirbar sind.^ 

Uater^uchen wir demnach vor Allem den Sinn der ersten und eigentlichen Forderung, 
und setzen wir« um hierüber ins Klare zu kommen, vorerst anstatt der darin erwähnten 
Eigenschaft ^im^pxAv^ die ihr stammverwandte ^negativ,^ aus der sie doch eigentlich her- 
vorgebt; stellen wir daher die Forderung: 

^Nach sicheren Regeln die Constructionen anzugeben, die überall, wo sich die Geo- 
meter der negativen Grössen bedienen, versteckt liegen mögen.^ 

Nun ist aber eine geoTnelrische Constructicn die Zusammenstellung mehrerer Linien, 
Flächen oder Körper, um dadurch andere Linien, Flächen oder Körper zu bestimmen, 
welche gewissen gegebenen Bedingungen Genüge leisten [Knar, Anfangsgr. d. rein. Geom. 
1829, Grätz, %. 529); oder sie ist die Anwendung von (räumlichen) Uilfsgrössen, um den 
Erweis eines Lehrsatzes zu führen, oder die Auflösung einer Aufgabe zu erhalten, als: die 
Ziehung gerader Linien, Verlängerung der gegebenen, Beschreibung krummer Linien, Le- 
gung einer Ebene in Beziehung auf eine andere Ebene, oder auf eine gerade Linie, u* dgl. 
{Kl&gel, Math. Wörtb. Artik. Constructicn). 

Allein dort, wo die Geometer einer Raumgrösse (einer begrenzten geraden oder 
krummen Linie — einer Strecke oder einem Bogen — - einem Winkel, einem Flächen- oder 
Körperraume) und sofort auch ihrem Zahlwerthe, eine negative y d. h. eine einer gewissen 
zu Grunde gelegten — positiven — Beziehung entgegengesetzte Beziehung beilegen oder 
zuschreiben, liegt doch — vielleicht nirgends oder höchstens in manchen bloss künsdich 
geschaffenen Fällen — eine eigenthümliche Constructicn (Erzeugungsweise) jener negativ be- 
ziehlichen Raumgrösse versteckt. Der Gegensatz der algebraischen Beziehungen zweier sol- 
cher Raumgrössen, von welchen (Beziehungen) die eine positiv, die andere negativ genannt 
wird, gründet sich nicht auf eine Verschiedenheit ihrer Erzeugung^ sondern lediglich auf 
eine Verschiedenheit (Entgegengesetzlheit) anderweitiger Umstände, ihrer gegenseitigen Lage, 
der Richtung oder des Sinnes ihrer Erstreckung oder Ausdehnung, ja sogar auf eine Ver- 
schiedenheit anderer mit ihnen verbundenen auf sie einwirkenden Grössen, mit denen man 
beide jene entgegengesetzt beziehlichen Raumgrössen zusammenhält; folglich auf eine Ver- 
schiedenheit der Ansicht, der Betrachtungsweise solcher Paare entgegengesetzt bezieblicber 
Raumgrössen. 
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Beispiele der ersten Art. 

Zwei Strecken sind in der Regel zu einander entgegengesetzt beziehlich« die eine po« 
sitiv, die andere negativ bezieblich, wenn sie auf einerlei gerader Linie TOn demselben 
Punkte aus nach den beiden entgegengesetzten Richtungen abgeschnitten sind« wie etwa die 
Cosinus der Winkel oder Kreisbogen auf dem Hauptdurchmesser» die Sinus auf dem Neben* 
durcbmesser, die Tangenten auf der Berührenden des Kreisbogens in seinem Anfangspunkte. 
Aber manchmal erscheinen auch ein paar nicht entgegengesetzt gerichtete , sondern gegen 
einander geneigte^ sich schneidende Strecken algebraisch entgegengesetzt bezogen, als: die 
Sehnen aus einerlei Punkt einer Curve an die Endpunkte in entgegengesetztem Sinne, diess 
und jenseits dieses Punktes abgeschnittener (selbst wieder entgegengesetzt beziefaUcher) Bo* 
gen; die Tangenten und Normalen der gegen die Absoissenaxe oder gegen den Pol concaT 
und convex gestellten Gurren ; die Senkrechten aus einerlei Punkt auf Geraden in einerlei 
Ebene (wie etwa auf Richtungen von Kräften« deren statische Momente in Bezug auf den 
Punkt bestimmt werden). Und doch werden jede zwei solche entgegengesetzt beziehliche 
Strecken aa/ einerlei Weise nach demselben Verfahren oder Gesetze construirt; die Cosinus 
und Sinus durch (orthogonale) Projection des Endpunktes des jedesmaligen Bogens auf den 
Haupt- und Nebendurchmesser; die Tangenten durch Verlängerung des Halbmessers dieses 
Endpunktes bis zum Einschnitt in die Berührungslinie am Anfangspunkte« u* s. w« 

Beispiele der zweiten Art. 

Sehr od zeigt sich auch eine und dieselbe nach der nämlichen Richtung genommene 
Strecke« je nachdem man sie sonst ansiebt« auf diesen oder jenen anderweitigen Gegenstand 
bezieht, bald positiv bald negativ beziehlich. Dieselbe Strecke ^ die wir den positiven Cosi' 
nus eines spitzigen Winkels nennen« ist genau in der nämlichen Richtung genommen« auch 
der negative Cosinus seines stumpfen Nebenwinkels; die nämliche und gleichgerichtete 
Strecke« die wir den positiven Sinus eines hohlen Winkels nennen« ist auch der negative 
Sinus seines erhobenen (ihn zum vollen Winkel ergänzenden) Winkels; dieselbe Strecke 
ganz gleich gerichtet ist die positive Secante eines Winkels und die negative Secante des 
um einen gestreckten (180^ grösseren oder kleineren Winkels. Dieselbe begrenzte gerade, 
gebrochene« krumme oder gemischte Linie in entgegengesetztem Sinne« einmal von dem 
einen Grenzpunkte gegen den andern hin« ein andermal von diesem gegen jenen zurück« 
aufgefasst ist algebraisch entgegengesetzt« dort positiv« hier negativ beziehlich. Ein Glei- 
ches gilt von jedem Winkel, wenn man ihn als durch entgegengesetzte Ablenkungen einer 
beweglichen Richtung entstanden ansieht. — Jene Strecken, diese begrenzte Linie und der 
Winkel« die bald positiv, bald negativ bezogen sind, können aber nur allein durch einerlei 
Construclion hervorgebracht werden. 

^us dieser Untersuchung folgt daher entschieden, dass bei den negativ beziehlicben 
Raumgrössen keineswegs jederzeit und nothwendig eine eigenthämliche geometrische Censtruc" 
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iien versieeki lü Orüocie heg€ , soadern dass die Positivilät oder Negativität der Beziehung 
einer Raumgrösve bloss darch eine eigenthümliobe Ansicht oder Belrachlangnueise dieser 
Raumgrössei durch den besonderen Gesichts- oder Standpunkt» aus dem man sie besieht, 
bedingt und entschieden werde. 

Allerdings können zufallig oder absichtlich solche Gruppirungen (Anordnungen« Zu- 
sammenstellungen) von mancherlei Raumdingen herTorgebracht werden» welche (Gruppirun- 
gen) entweder einaeln besehen oder an einander gehalten , die algebraischen Beziehungen 
mancher Raunf^grössen« aus gewissen Gesichtspunkten oder bei bestimmten Ansichten ^ als 
negativ erscheinen oder erklären lassen. Erlaubt man siqh danach derlei Gruppirungen» 
nach einiem freilich sehr üblichen Sprachgebrauche ^geometrische Conslructionen solcher 
negativ bezüglichen Raumgrössen^ zu nennen , wozu auch wir« um nicht unverständlich zi^ 
werden« gezwungen sind : so mag diess vielleicht durch die erzielte Abkürzung der Rede ent- 
schuldigt werden; allein diese kurze missbräuchliche Sprechweise vermag doch keineswegs 
zu widerlegen« dass nieki jene Gruppirungen oder Comtraciionen von Raumgrössen schon 
tft und füt* sich» sondern erst und eigentlich die besanderm Beschattungen derselben, diese 
Grössen manchmal zu negativ beziehlichen machen. 

Was nnn hier von den negativen Grössen gilt» daa muss nothwendig auch von den 
8. g. imaginären Grössen gelten. Denn das Imaginäre betrifft; so wie das Positive und Ne- 
gative« von dem es herstammt, nicht den Betrag, daa Wiegross der Grössen« sondern ledig- 
lich gewisse Eigenschaften« Zu- oder Umstände« Rücksichten, zumeist Beziehungen genannt; 
Mithin machen keineswegs jene verborgenen und geheimnissvollen Gonstructionen allein* 
schon die Raamgrössen imaginär, oder nach uns die algebraischen Beziehungen dieser 
Grössen ablenkend« insbesondere transvers ; sondern erst und eigentlich die Gesichtspunkte« 
vt» denen au3 man derlei Grössen beschaut Z. B. Die algebraische Beziehung einer und 
derselben Seke einer gebrochenen Linie ist« gemäss den Ergebnissen unserer bisherigea 
Untersuchungen« in Hinsicht auf eine der Richtungen derjenigen Geraden« von der sie eine 
Strecke ist« pcsiiit^ hiasichtlich der andern negaäo\ räcksichdich der Richtungen einer auf 
deil Seite senkrechten Geraden tramversiv^ endlich in Absicht auf jede andere Richtung 
überhaupt abweichend^ ablenkend: und doch kann diesfe Seite bloss auf eine einzige Weis^ 
construirt (erzeugt) worden sein. 

ForUeUang. 

Aus dieser Untersuchung wird nunm^r zur Genüge eirdeuchten, dass die erste Forderung 
des erwähnten Programms — wie zum Theil darin selbst schon geahnt worden ist — in der 
gewünschten Aufdeckung jener mystischen Gonstructionen der allerlei imaginären geometri- 
schen Grössen etwas Unmögliches verlangt und sofort einer Berichtigung bedarf. Wir halten 
dafür, dass man zu diesem Zwecke die zweite Forderung hätte voranscbicken und beide 
wie folgt hätte stellen sollen: 
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1. „Es seien die Bedmgangen aufzustellen, unter denen imaginäre Grössen (geome- 
trisch conslruirbar sind; d. h. diejenigen zureichenden nnd bestimmten Grundansichien fest* 
zustellen» denen gemäss Raumgrössen als imaginär *) sich ansehen« durch imaginäre Zahlen 
sich ausdrücken lassen, und daher auch wieder umgekehrt zur Vorstellung imaginärer 
Grössen oder Zahlen verwendet werden können/' 

2. j^Diesem zufolge seien sichere Regeln anzugeben, nach denen sich nicht bloss 
einzelne imaginäre Grössen und Zahlen, sondern auch die Ergebnisse aller (Grund- und za« 
sammengesetzten) Rechnungen mit ihnen geometrisch construiren (durch eigens erzeugte 
Raumgrössen darstellen, vorstellig machen) lassen/' 

Halten wir endlich an diese nur so richtig zu stellenden Forderungen das bisher von 
unserer Abhandlung Geleistete, so deucht uns, dass daran nichts Wesentliches mangele. Denn 

A. als jene Bedingungen oder Grundansichien haben wir im Vorhergehenden folgende 
aufgesiellt und ausführlich^ erörtert: 

a) Das Imaginärsem kann, gleich dem Positiv- und Negativsein, nicht dem Betrage 
oder Wiegross (der Grösse) vder Grössen sondern nur gewissen Beschaffenheiten, Umständen 
oder gewöhnlich so genannten (algebraischen) Beziehungen zukommen ; wesswegen die Grössen 
eigentlich „positiv- , negativ- und imaginär- beziehlich oder -bezogen^ heissen sollten. 
(§. 8—12 und 21). 

ß) Bei vielerhand algebraischen Grössenbeziehungen gewahrt man nicht bloss einen 
Gegensatz, sondern auch — was sich weder verkennen noch abläugnen lässt — mancherlei 
Ablenkung (Abweichung) derselben, {§. 23 — 28); daher findet man zu mancher Grund* 
oder positiven Beziehung nicht bloss eine entgegengesetzte — negative — sondern auch vielerlei 
ablenkende , unter denen die den geradzahligen Wurzeln aus negativ beziehlichen Zahlen 
entsprechenden Beziehungen mit gewissen imaginären übereinkommen ($* 32), und nament» 
lieh die imaginäre Beziehung der zweiten Wurzel aus jeder negativ bezogenen Zahl nach 
uns eine transversivß ist, (§• 43). Für allgemeine Rechnungen gesteht man übereinkömmt 
lieh das Vorhandensein solcher Grössenbeziehungen überhaupt bedingungsweise zu, ((• 27). 
Eine weitere Untersuchung lehrt, dass die s. g. complexen Grössen mit eigenthümlidi ablen* 
kend beziehlichen sich idenlificiren lassen, (§. 80, 81). 

/) Sollen nun, diesen Ansichten gemäss, irgend welche Raumgrössen imaginäre, oder 
allgemeiner gesprochen , complexe Grössen, oder nach uns ablenkend beziehliche Grössen 
vorstellen können; so müssen derartige Raumgrössen nothwendig nicht bloss in entgegenge- 
setzten (directen), sondern auch in ablenkenden Beziehungen betrachtet werden können; wie 
solches, nach unserem Erweise, bei Strecken, Winkeln und ihren Kreisbogen, und bei ebe- 
nen Figuren in der That Statt findet. 

^) Zugleich müssen aber solche Raumgrössen auch noch so beschaffen sein, dass, wenn 
ein Paar beliebige und wie immer unter sich verschiedentlich ablenkend bezogene Grössen 
Ä9 B durch eine dritte R\ und ein zweites Paar eben so bezogene Grössen Ä^ ff durch 

*) im bekannten algebraischen Sinne 



eine dtiMjf, alg^btakeh elseut iR^erden köanefi; l^ucli bei denselben Benehuilgett daäPaaxs 
der Smmm ^.rf-^^^/xttad.B + B jenaf A and B durch die Sumnu JR-ji^B^ diäter R ät* 
gebraisch verireien werde ($*96); was, wie wir (in $• 124) dargelegt haben» bei ff^inkeln and 
Aren Hteiebej^e» nUki SHteiM ßnJkt\ westfwegea imaginire oder ablenkend betieUicbe Grössen 
bfees durch Sktttluii und ebene tigfere^ geomeurisch sich construiren (yorstelien) l^sen« 

B* Hat man diese Grandansichten tind Bedingungen ak xolässig angenomnea , so 
KIIS6 es geaügMu bioea an aeigen^ wie eich eiDEelne imaginär« (ablenkend beziebliche) Grös^ 
acn und du Brgebniet» der aul ihnen auageflUirten siebenerlei Gremdrechmmgen (Addiren« 
SubtrahireiiiMullipUoireny Di vidiren ; Polentiren> IBtadiciren, Logaritlimiren) durch Raurogrössen 
-^ nameiltUeb daiecb Sirelsken und ebene Figuran — ^ getmeirisch conslruiren (darsteifen) las^ 
sen, was wir in %. 86t-*'122 und 125-^129 mit genügender Umstlndlichieit gelham zu haben 
glauben. Denn jeda atzsiere tusamtmngeeeUie Reehnungeueiie kann nach und nach aus jenen 
GrundrechnuDgen zusaimpengasetit und daher ihr Ergebniss allmälich nach den (iir diese 
Grundrechnungen aujfgesteUien Consuructionsweiaen construirt werden. 



D. GedrAngte Zusammenstellung der bisherigen Leistungen der Mathematiker In 
der geometrisfihan Consiruetion der s. g. imaginllren GrAsseu. 

8. 132. 

/. Heinrich K&hn. 1786 und i75a 

Der Ertte, welcher fiberbanpt die Nichtnnmdglichkeit der sogenannten unmöglichen 
Grössen zu behaupten dich erkühnte, und die ränmlLche Dar^tellbarkeit derselben nachzu* 
weisen sieh bemöhte» war der Deutsche Heinrich K&hn, Professor zu Danzig, gestorben am 
8. October 1769« In den ^Novi C omm e ntarti Academiae scient imper.^Petropolitanae, 4®, 
toni. IIL, ad annum 1750 et 1751, Petropoii 1753/ auf S. 170 bis 223, also auf 54 Quart- 
seiten, veröffentlichte er seine 

^Medilationes de quantitatibus iroaginariis construendis et radicibus imaginariis 
exhibendis.* 

Einleitend ersShlt er, er habe schon in dem „Commercio Mathematico Petropolit«ino 
anni 1736,* bei Gelegenheit der ihm von ßaler vorgelegten Aafgabe, ^die dritte Potenz der 
Zahl — 1 =fi y" — 3 aufzusuchen,^ welche jedenfalls zz 8 ist, ausser der echten Erklärung 
des Yerbäknisses auch noch die wahren Begriffe der gleicbiartigen Grössen so wie der pri* 
mitiven positiven, und öberdiess die genetischen Definitioiien der derivativen Grössen, so* 
wohl der dem Nichts gleichen als auch der privativen (negativen) und der positiven ableit'* 
baren Grössen anrgestellt; er habe gezeigt , dass sie alle unter sich gleichartig, reell und 
nachweisbar (assignabiles) sind« Aber von den Grössen, welche man imaginär zn nennen 
pflegt, habe er daznmal noch keine genetische De6nition gehabt und folglich auch nicht 
den Vorgang zu zeigen varmoobt, durch den die imaginären Grössen darzustellen wären; 
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obwohl er schon zu jener Zeit gegen die herrschende Lehre behaapUi habe» «'t^^ ^^Um« 
Grössen seien nickl unmöglich, sondern gleich den übrigen abUilbaren Grössen velUemmen reell 
atut nachweisbar,*^ 

Zur Rechtfertigung dieser Behauptung betrachtet Kühn vier, in den rechten Winkeln 
(Quadranten) zweier winkebechten Axen um ihren Durchschnittspunkt «herumliegende con« 
gruexite Bechiecke^ von deren Seiten a und b die gleichen entgegengesetzt liegen» wie in 
Fig. 22. Da sind ihm jede zwei in einem Paar Seheitelwinkel, gleichsam einander entgegea 
liegende (opposita) Rechtecke einstimmig und jede zwei in einerlei Axe an einander gren« 
zende entgegengesetzte Bei der Bemessung dieser Rechtecke» die er nach der Ordnung der 
Quadranten mit a^ ß^ y, 9 bezeichnet» stellt er zur Unterscheidung bald diese bald jene 
Seite (gewisser Massen als Grundlinie) voraus. So erklärt er namentlich 

im 1. Quadranten das Rechteck azI-|*a*-{^6:ziH"^ 
«2. ^ » » /9 — — &•+« = — *a 

»3. „ a „ yzi — *•— a = + *« 

»*• 9 n 9 d-ZZ — a^^bzz — ab. 

Hierauf lässt er die Rechtecke» indem er 6 ~ a macht, in Quadrate übergehen 
und findet 

das Quadr. a n: + a ••+ ä ZZ -|" ^*» ^^^ Quadr. ß ^Z — «•+^ — — ^' 

» « r= — <»•— « = + «*t » « ^Z: — a-+aZI— a*. 

Dann erklärt er umgekehrt die zweitgradige Wurzel aus dem Flächeninhalte des 
Quadrates für die Seite des Quadraten und erhält 

für das Quadn a die Seite = V + a • + a zz y-f-a^ ss + a 
« D » r » » = V — ^* — ^ = V -F«* = — a 

indem er, wegen der Opposition der Quadrate ß und d, vor die zwei letzteren y dieZei* 
eben + und — stellt. Daraus folgert er nun: 

„Und so sind die Seiten oder Wurzeln der negativen Quadrate ß und d zwar ima« 
ginäre Grössen, aber dennoch darstellbar (assignabiles); weil, sobald das Quadrat ß oder ^, 
welches neben dem Quadrate a liegt» construirt oder dargestellt ist» auch zugleich dessen 
Seiten dargestellt sind.' 

Enthält auch diese Grundlage der Forschungen Kuhns manches Riclitige, so ist sie 
doch leider ohne genügende Rechtfertigung hingestellt Wie sie unseren Ansichten gemäss 
begründet werden müsse» haben wir in §. 107 und 113 genugsam erörtert 

Nachdem Kühn auf die beschriebene Weise die Construction der Wurzelwerthe der 
reinen zweitgradigen (quadratischen) Gleichungen^ welche auf die allgemeine Form jr^q^^^a^lzO 
sich zurückleiten lassen» gelehrt hat, zeigt er, wie die Wurzelwerthe der vollständigen zweit* 
gradigen Gleichungen geometrisch, durch Seiten von Rechtecken und Quadraten, dargestellt 
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werden kOoyieii« <Eii4Uch « wendet er sqine Metfiode auch auf drälgradige (cubSscbe) G/et- 
cAungen an, indem .evtaii die Stelle zweiör winkelrecliteu Axen mit .4 Quadranten drei win« 
l^elrecbte Axen mit 8 I^mctian^w, und danach an die Stelle der Rechtecke ParalUtßpipidt. 
und 9nata(tt der. Quadrate Würfel setzt. 

, Die^e unatreitig geisüreicbeiHj wenn gleich vielleicht nur eohwer fruchtbar zu.nia*. 
cbeadej), Ansichten ^uAnV scheinen nur wenig beachtet upd noch weniger gewUrdigt wor-. 
den zu sein. Ich fiü&d ihrer gedacht 1. in .g,Bws€^s Erster Uotemcht in der algebr. Auf*i 
lösung u. s. w. K ThI., 2« Aufl.» Freiberg, 1808» S. 264» Note% wo gesagt wird, dass in 
den «Göttinger gelehrten Aniceigen t. J« 1806/ -ein Recensent «die Frage wegen der Mei- 
nung aufgestellt» die sclion K&kn in Petersburg Ober die Nichtunmoglichkeit der s. g* un- 
möglichen Grössen geäussert haben soU»^ und 2. in dem Programm der Jablonowski'schen 
Ges. d- W. für d. J. 1838, wo erwähnt wird» dass einer der Preisbewerber ]»den Versuch 
KühnSy die iimaginären Grössen zu construiren» widerlegt habe.^ 

n. Bude. 1805. 

Erst nach mehr als einem halben Jahrhundert hinter Kühut im J. 1805» ergriff den- 
selben Gegenstand der Franzose BuSe. Sein französisch geschriebener Aufsatz befindet sich 
in den «Philosophical Transactions for year 1806 (part I» London, 1806)^ unter dem Titel: 

„Memoire sur les quantites imaginaires. Par M. Bude, Communicated by Will. Morgan 
Esqu. F. R. Sj Read June 20» 1805«'; 
und reicht von S. 23 bis 88» umfasst also 66 Quartseiten. 

Bude nimmt das in der Algebra vorkommende Zeichen — 1 in zweifacher Bedeu- 
tung» Einmal da » wo die Algebra als allgemeine Arithmetik betrachtet wird» ist ihm dae 
negative Zeichen A^s Zeichen der Suberaction; dagegen wo die Algebra als allgemeine Sprache 
angesehen wird» ist ihm dasselbe ein Qualüälszeichen. Daraus zieht er den Schluss: 

»»Als arithmetische Operationszeichen sind -{- und — die Zeichen der Addition und 
Subtraction; als geometrische Operationszeichen aber deuten sie entgegengesetzte Rich- 
tungen an.^^ 

Sofort erklärt er die y^ — 1 als Zeichen der Perpendiculariiäi , und beweist diess 

1. dadurch» dass er den auf ein^m Durchmesser eines Kreises senkrechten Halb- 
messer als die mitdere geometrische Proportionale zwischen den zwei entgegengesetzten 
Hälften oder Halbmessern, -{- 1 und — 1» des Durchmessers ansieht» und danach als durch 

V+1.— 1 — V^— 1 tVL bezeichnend erklärt; dann noch 

2. dadurch, dass er ein Quadrat um eine seiner Spitzen dreht, bis jede Seite des- 
selben einen rechten Winkel durchstreift hat, wodurch es aus seiner ersten positiven Lage 
in die negative übergeht, daher es, wenn man es im ersten Falle mit -^i bezeichnet» im 
zweiten durch — 1 zu bezeichnen ist, and folglich seine Seite dort das Zeichen 4~1 oder 
— -1 und hier das Zeichen -|>\r«~l oder — Y^ — 1. erhalten muss« 

18* 
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In diceem Geiste Ribrt BuSs fort und wendet seine Raisonnements sowoM auf Limen 
»U auch anf Flächen an. Leider verfällt er dabei in mancherlei irrtbünier. So tneint er 
z. B., dass die y^ — 1 , obschon sie eigenilicb die Perpendicularität andeutet^ doch anch 
jede andere Qualität angeben könne, wofern man nur rficksichdicb dieser eben so, wie 
hiasicblliob jener, zn argumeotiren yermöge, was jedoob geradezu unmöglich ist. An einer 
anderen Stelle will er beweiten , dass (y^ — !>* 31 « V^ — 1 sei , was sich doch nich^ 
begreifen lässl. Aber trotz dieser Mängel sind seine allgemeinen Grundansiobten und 
Betrachtungen gut« 

Auch Buäis Ansichten fanden bei dem mathematischen Publicum wenig BeifalL 
Besonders eifett dagegen Franz v. Spaun in seiner „Anleitung zur geradlin. Trigonometrie. 
4, Mönchen 1818, Vorrede,^ indem er dem Recensenten von Bu^e*s Abhandlung (im 14« 
Bd. des Bdinburger Journals) den Vorwurf macht, |,er sehe die geometrischen Zeichen als 
magische Symbole an, die zwar nichts bedeuten, aber dennoch durch ihre innere Kraft 
Wahrheiten entwickeln.'' Eben so verdächtigend lautet die Anzeige Egens in seinem 
„Handb. der allg. Arithm. 8. Berlin 1819. 30, 2, Auf!,, 1833, S. 196, $, 129.« 



f. 134. 
///. C. V. Mcurey. 1828. 

Im J. 1828 veröffentlichte der Franzose C. K Mcurey eine kleine Schrift, betitelt; 

yLa vraie th^orie des quantit^ negatives et des quantitös pr^tendues imaginaires. — 

Dedii aux Amis de TSvidence. •— Par C J^. Mcurey. Paris^ Cbez Bachelier, libraire et 

chezTauteur rue des Quatre-Ventg» n®. 8«; 1828, pet« 8^ pages XII et 144, avec Splanches.« 

Der Grundbegriff' seiner Lehre ist der ff^eg oder Zug (chemin) , welcher als in einem 
einzigen Sinne fortßihrend angesehen wird. Auf jeder geraden Linie 4B kann man sich 
zwei Wege nach entgegengesetztem Sinne vorstellen, nämlich den einen von 4 nach B, den 
anderen von B nach ji» 

Damit zwei ff^ege gleich seien, müssen sie nicht bloss einerlei Länge^ sondern auch 
einerlei Richtung haben. Danach sind sämmtliche Halbmesser eines Kreises, als vom Mittel- 

* 

punkte an den Umkreis fiihrend, lauter ungleiche Wege. 

Mcurey macht (n. 1 — 3) aufmerksam auf die Schwierigkeit der Algebra bei der 
Subtraction einer grösseren Grösse von einer kleineren un<!l wenn ein Sublractionselement 
unbekannt oder willkürlich ist. Er bezeichnet als ErsatzQiittel der Subtraction die Bäs$ 
(voyage) eines Reisenden, indem man anstatt eine Reise* bd^r Wegstrecke abzuziehen die 
umgekehrte hininfiSgen kann, und weil man alle anderardgen Grössen durch Linien vor- 
stellen und diese selbst wieder als Wegstrecken ansehen kann. 

Danach (n. 3 und 4) nennt er directive Linie oder ff^eg jede (gerade Linie, welche 
man so ansieht, als stelle jue. eine Reise vor, d*b. als geleite <sie npob ernem einzigen Sinne 



w^irer. Von den zwei (KenfeptfDkiM ehi^ We^ tat d6r eifie 6^ AH/ältg9p^ki (origine), 
der andere der Bndputdtt (tertne), Wdnadhr tnhnMBoAB vohBA anrericheMet; DeOigetolk» 
werden auch die Grössen und die Math(»uadk samnt ihren Zweigen in direcdvt vmi fificfu*^ 
dirtciivs unterschieden. 

Zwei ff^ege (n. 5) heissen auf einander folgende (sont de suite), wenn das Eode des 
ersten der Anfang des zweiten ist Die Summe zweier auf einander folgender Wege ist der 
alleinige Weg, der Tom Anfange des ersten Weges zum Ende des zweiten (tihrt Die Glei- 
chung AB -}- BC ZU ÄC ist also das Grundprincip, mögen die Punkte A, B, C in einer Ge- 
raden liegen oder nicht. 

Daraus ist (n. 7) leicht ersichtlich, was die Summe mehrerer auf einander folgender 
Wege sei. 

Erwfigt man (n. 8), dass parallele Geraden auch gleiche Richtungen haben, FoIgKcb 
gleichgerichtete parallele gleichlange Wege auch directiv gleich sind, so begreift man leicht 
(n. 9)« wie anch unzusammenhängende (nicht nach einander folgende) Wege summirt wer- 
den können. 

Hierauf (n. 13» 14) bespricht Mourey die umgekehrten, d. h.* gleichlangen, aber ent- 
gegengesetzten Wege und zeigt» dass das Subifahiren eines Weges mit dem Addiren des 
umgekehrten einerlei sei. Er bemüht sich (in n. 15), (freilich mit zweifelhaftem Erfolge) 
die Schwierigkeit zu beseitigen » mit welcher man etwa an die Vorstellung von Zahl und 
Einheit jene der Richtung und Entgegensetzung knüpfen könnte. Nach ihm (n. 16 — 19) 
sind Zahlen posiiiv oder negativ, je nachdem sie einerlei oder entgegengesetzte Richtung mit 
der Einheit haben. 

Den wichtigsten Begriff gibt Mourey (n. 21 — 23) in seinem direetiven oder RicKtungs^ 
winket (angle direetif) oder Dreher (rerseur). Haben nSmIicfa zwei Wege OA, OB densel- 
ben Ursprung O und dieselbe Länge; so wird aus dem Wege OA der Weg OB entstehen» 
wenn man jenen um seinen^ Anfang O Ton rechts nach liilks drehen und den Winkel ,be- 
schreiben lässt. Es ist nämlich O^ gedreht um a gleieh 0^ oder kurz geschrieben ÖA^zzOB. 

Der Winkel a^ welpher von OA auf OB führt« ist demnach der Dreher von OA, 
und das BichiungfverhäUniss voci OB zu OA., 

Übereinkömmlich ma^ festgesetzt werden» dass dieser directive Winkel als im Kreise 
fliessend angesehen werde ^ und zwar von der Rechten zur Linken in Absicht auf einen io) 
Scheitel stehenden Beschauen Derjenige Schenkel, von dem aus der Winkel führt» ist der 
Anfang oder Ursprung, imd der,, zu dem er ftihris» das Ende (teme) desselben. Daraus ist 
leicht einzusehen» dass ein directiver Winkel pfsiliv oder negativ idly je nachdem er^n rechts 
nach Unks oder umgekehrt fliesst / 

Zur WinkeUinhcit vilkh\l Mourey den von rechts nach links fliessenden rechten ff'inkeL ■ 

Sind demnach Fig, 35 » in einem Kreise, die Durchmesser AC, BD auf einander 
senkrecht» so ist der Halbmesser OB == OA^ = 0-4-,, OC r= OA^ = 0A^2> OD ZZ OA^ ZZ OA^u 
und sogar OA = OAq ~ OA^ ZI O-dL^. 
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Macht man (a. 26.) de» Winkel AOE iz « und EOF ZZ ß» «o ist 0£ = ,0J^ 
OF = OEß zu (QA^ß, khet ^ ist auch AOF r: AOE + EOFzz « + /5, dah«r «och 
noch OF = 0^„ 4. ßi Mithin ist (O^J^ = OA^ ^ ß, odet C««)^ — 'a„ + ß. 

Erwägt man noch (n* 26), dass directive Winkel« die sich beliebig oft um 4 rechte 
unterscheiden« einander gleichgelten; so muss a^ ZZ ^^4.4« ^^^^> wenn n eine ganze Zahl 
▼orstelltj und (n. 27) jeder negative Winkel kann durch einen positiven ersetzt werden» 
z« B. a j ZU n.^ 1 4_ 4 ^^ ög. 

Ferner ist (n. 28) das Negativzeichen — gleichbedeutend mit dem Dreher jt 2. 
Denn es ist — 0-4 = OC = OÄ^ ZZ 0A_^ und ^ OE Zl OG = 0^„ 11: 04^» ^ %. 

Directive Zahlen ergeben sich nun (n. 29), wenn man den Halbmesser OA zur Ein* 
heit nimmt, da dann alle anderen Halbmesser dieses Kreises alle mit der. Einheit gleichen» 
aber verschieden gerichteten Zahlen vorstellen; und wenn man noch erwägt» dass es auf 
jeder Richtung unzählig viele Zahlen gibt« die unter sich gleichgerichtet» aber verschieden 
lang sind« weil dann sämmtliche Halbmesser der concentrischen Kreise die gesammten an* 
deren Zahlen vorstellen. 

Directive MultipliccUion und Division (n. 38 — 49). Um eine Grösse durch eine di* 
rective Zahl zu muliipliciren, muss man den Multiplicand« mittels der eigentlich so genann- 
ten Multiplication und Division« und dann mittels der Drehung« gerade so behandeln« wie 

man die Einheit behandelt« um den Multiplicator darzustellen* Z, B* Um durch (~jjZU 

multipliciren « muss man multipliciren mit 9 , dividiren durch 4 und drehen um §. Diesa 
kommt darauf hinaus» dass mit { multiplicirt und um | gedreht werde. 

Potenzen und ff^urzeln* Nun übergeht Mourey zu der wichtigsten Untersuchung, In 
n. 51 beweist er« dass 

|(a%;" =(0„ "t, z, B. (1^)" =Z 1, = 1 , (Ij)" = 1^ = 1 ,(lp' = ^ = *• 
Umgekehrt findet er daher (n. 52« 53) 
zur Oleichnng j:* ~ 1 die Wurzelwerthe t ZZlOA, 1^ := — 1 — OC« 

zur jp* — 1 die Wurzelwerthe 1 zz OA, 1 . — OF, 1 « ZZ OG, 

zvLT a:^ ZZ i j, „ 1 rr OÄ, I, ZI OB, 1. = OC, 1, =0D, 

und überhaupt zur Gleichung a:* ZZ l die Wurzelwerthe 1« I4, ig. In, ... U»- • • . lj(i.^a 
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Weiter diese Reise fortzusetzen ist unnütz, weil dieselben Glieder periodisch wieder^ 
keKren. Die Gleichung jr" — 1 hat also n Wurzelwerthe. „Da hat man demnach die 
säramtlichen Wurzeln aus Eins, und die vorgeblichen imaginären Grössen I^ 

Sonach erhält er (n. 54 — 57) die Wurzelwerthe der Gleichung ;r*Zi: l„ allgemein 
ausgedruckt durch a: zz laj_4^=y"l. 
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wa r eine beliebige gvnte ZaM ist IbsbiBSohdißre (n. 5A) idt .:.'!' 

V^,— 1 = 1« * If.* lio» •••• 1? + ♦(•-i)« . . 

« » M ' » 

r • 

Diese gedrängle Übersicht wird genügen^ um den Weg zu überschauen, 'auf welöhetn 
Mcurey den imaginären Wurzeln ausweicht. Im Weiteren Verlaufe seiner Schrifl betrachtet 
er' nur noch ganz kurz die Logarithmen (n. 65), dagegen (n. 66*^73) ausführlicher die 
Grundzüge der directiven Trigonometrie; welche er sofort (n. 74 — 77) auf die Operationen 
des Kalküls anwendet. Hier zeigt er, dass 1« ZI ccs. x + {sin. x)^ ist, wonach er die 
Wurzeln ans 1 gomometriseh und complex auszudrücken vermag. 

Seine ganze Lehre der directiven Algebra wendet er sonach (n. 78) auf die um- 
ständliche Auflösung der drittgradigen Gleichungen und (n. 79) auf die algebraischen Glei» 
chungen überhaupt insoweit an, dass er darthut, jede solche Gleichung habe wenigstens 
Einen Wurzelwerth; endlich (n. 80 — 82) benützt er sie noch bei den ebenen Curven. 

Sein Werkchen besehUessl et (n. 83) mit den Bemerkungen ^ 1. dass er hier mehrere 

Arten von Rechnungsausdrücken als: a^ , a^_j, sin. (\r — 1), . . . mit Stillschweigen 

übergehen müsse» dass er «ie dagegen in seinem« schon in der Vorrede (S. K) erwähnten 
grossen Werke ausfuhrlich bespreche und von ihnen nachweise, dass sie insgesammt direc- 
tive Linien ausdrücken, welche mit 1 und 1 1 in derselben Ebene liegen ; und 

2. deutet er an, dass man die Wege nicht bloss a) in einerlei Geraden oder b) in 
der nämlichen Ebene, sondern auch noch c) im Räume überhaupt betrachten könne, so dass 
die Wissenschaft im ersten Falle nur zwei einander entgegengesetzte Richtungen, im zweiten 
alle Halbmesser eines Kreises, im dritten alle Halbmesser einer Kugel umfasst. 

Nach dieser Darstellung bleibt es gewiss sehr zu bedauern, dass Mcurey seinen ge- 
lehrten Landsleuten so weit im Geiste vorangeeüt war , dass sie sein kleines, aber inhalirei- 
ches — freilich wohl auch manche neue und abschreckende Namen und Zeichen benützen- 
des — Werk eben nicht zu begreifen und zu würdigen fähig oder geneigt waren, und dass 
eben desswegen sein grosses Werk wahrscheinlich verloren ging. Denn spätere Rearbeiter 
dieses Feldes haben grossentheiis niur das bereits von ihm Entdeckte wieder neu entdeckt 

§. 135. 

IV. John JVarren. 1828. 

« 

Gleichzeitig mit Mcurey und mit dessen Ansichten zusammentrefifend, ohne jedoch 
die angeführte Schrift desselben gekannt zu haben, beschäftigte sich auch der Engländer 
John Warren mit der Construction der imaginären zweitgradigen Wurzeln. 

Zuerst gab er eine, in der Edinburger Akademie gelesene Abhandlung, auf Kosten 
der Cambridger Universität, abgesondert im Druck heraus, unter dem Titel: „A Treatise on 
the geometrical representation of the Square roots of negative quantities. Ry the Rev. 
Jobn Warren f A. M. Fellow and Tutor of Jesus College, Cambridge; Cambridge, 1828; 



Sold by T. Steyenson and J. «et J. D^ightob) gr« 9i IH Stit^n; .mrde im l^prü i82S 
ausgegeben/' 

Nachher theilte er in den Fliilösöpliical Tranbactions Tor year 1829 zwei AufsStze 
mit» und zwar 

1. S. 241 — 254: Consideration of the objections raje^dag^ii^t ibe geoipetrical r^ 
presentation of tbe sqaare roots of negative, quanüiies« By tlie Rev^ J, ff^ßrren, » • . ^ 
Gomniuaicaied by Thoaias Young, M. D. Foreign Secretary to the Roya\ 3ociety» 'llea<i 
February 19, 1829. 

2. S. 339 — 359: On the geometrical repreaentation of tbe powers. of quantitieii 
wbose indices involve Square . roots of aegative quantities. By tbe Hev» J. fFarren . • • 
Communicated by tbe President Read June i» 1829* % 

Herr fFarren, derzeit an der Pfarre zu Hundington in der englischen Grafschaft 
gleichen Namens « bat die ausgezeichnete Güte gehabt, mir nicht bloss Mourc^ys Schrift 
auf die Zeit ihres Gebrauches zu leiben, sondern auch seine eigenen drei Abbandlungen 
zu verehren, welche mir am 20. Febr. 1847 zugekommen sind. 

A. Sein Hauptwerk ist die erste Abhandlung , von der ich jedoch hier nur einen 
sehr gedrängten Überblick zu geben vermag, aus der sich der Geist, in' welchem er den 
Gegenstand aufgefasst hat, entnehmen lassen wird. 

I. Kap. Erklärungen, Addition, Subtraction , ^Proportion , Multiplication, Division, 
Brüche und Erhebung zn Potenzen. 

1. ^Alle geraden Linien , die in einer gegebenen Ebene ans einem gegebenen 
Punkte gezogen sind, werden dargestellt nach Länge and Richtung von algebraischen Grössen ; 
und in der hier folgenden Abhandlung wird, wo immer das Wort Grösse gebraucht wird, es 
so verstanden werden, als bezeichnend eine Linie** 

2. „Der gegebene Punkt, von dem aus eine gerade Linie gemessen wird, heisst 
der Ursprung (Anfang) derselben.* 

3. ^Die Summe zweier Grössen ist die Diagonale des Parallelogramms, dessen Seiten 
die zwei Grössen sind. Also (Fig. 36) 

wenn a vorstellt die AB nach Länge und Richtung 

I 

und wenn das Parallelogramm ABDC vollendet und die Diagonale AD gezogen wird , so 
stellt a -^ b die AD nach Länge und Richtung dar.* 

4. ,,Die Subtraction ist das Umgekehrte der Addition. Wenn also von irgend zwei 
Grössen a und b die Summe c ist, so heisst b der Unterschied^ welcher durch das Sublrabi* 
ren der a von der c entsteht. 

5«, 6. Summe unabhängig von der Ordnung ihrer Summanden. 

1. ^Sind (Fig. 37) irgend einige Grössen AB.AC^AD, gegeben, zieht mwaBEi^AC 
und EF fl: AD, und zieht man die AF, so ist AF =: i4Ä + ^C -f- AD. Denn zieht 
man noch AB, CE, so ist ABEC ein Parallelogramm, und seine Diagonale AE = AB -|- AC* 
Aus ähnlichem Grunde ist AF = AE + AD, daher ist ^F = ilÄ + ^C + AD. 
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.8» «Wenn <i eine G(04se 10 eiper gewkseo Richtung vorsteliti so wii;d -r- a eine 
der Torigen in Länge glei<!he Grösse vorstellen, die aber in de^ entgegengesetzten Richtung 
gezogen ist* Also wedn AB (Fig. 38) Von a vorgestellt und BA bis C so verlängert wird« 
daii AC der AB in Lknge gleich ist» so wird AB vorgestellt von -** a. 

9. Der Unterschied , welcher durch das Abziehen der b von a entsteht» ist 
= a 4* ( — 6). Denn sei (Fig. 39) AB zz a» AC -=. b. Man ziehe BC und vollende das 
Paralleiogtatnm ACßD. Danii Isl AB :::^ AC + AD oder a :=z b + AD, also AD der 
fragliche Unterschied. -^ Oberdiess verlängere man CA bis E um AE ~ AC, und ziehe ED. 
Weil nun Z>£ ^ AC, so ist auch DB :^ EA\ folglich ist EDBä ein Parallelogramm» und 
die DiagonaleilZ) = AB + ^^ = ^ + (-* ^); mithin ist u. s. f« 

10. a ■+" (-" i) w»'<l ausgedrückt dprch €t — ft. 

11. i^Grössen» die aus dem Ursprünge nach einer gewissen willkürlich angenom» 
menen AichtUrtg gezogen sind» werden positive Grössen genannt; und die nach entgegen^ 
gesetzter Richtung gezogenen heissep negative Grössen. 

12. Man sagt: die Grösse AB (Fig» 40) hat zur AC dasselbe Verhältnisse wie die 
AD Zur AE, wenn nicht ' bloss in Absicht auf Länge AB : AC zz, AD : AE , sondern 
auch noch der Winkel DAE ^ BAC ist , wofern beide Winkel in einerlei Richtung . ge« 
messen werden. 

13. Jeder Winkel A kann beliebig oh um 360® vergrössert oder verkleinert wer« 
den» folglich lässt er sich durch A dt 360®» A ± 2.360®» u. s* f. ersetzen. 

14-^16. Sätze über Proportionen. 

17. ^Die Einheit ist eine willkürlich angenommene Grösse» mit welcher andere 
Grössen vei'glichen dem Werthe nach bestimmt werden.* 

18. Wenn 3 Grössen a, b, c so beschaffen sind» dass sich verhält i i a :=z b \ c, 
so heisst die dritte c das Product , welches aus der Multiplication der b mit der a entsteht. 

19—28. Sätze über Multiplication. 

29. Sind 3 Grössen e, a, b so beschaffen» dass sich verhält c i \ ZU a i b, so heisst 
die erste c der Quotient, weicher aus der Division der a durch die b entsteht. 

30—41. Sätze über Division und Multiplication. 

42. ^Eine Grösse a x a x a» etc. von n Factoren wird die n** Potenz von a ge- 
nannt und ausgedrückt durch /i"* 

43—50. Sätze über Potenzen. 

61. ^Ist ab z^ c und a gegen die Einheit geneigt unter einem Winkel A^ so wie b 
unter einem Winkel JS; so wird c gegen die Einheit geneigt sein unter dem Winkel ^ -|- fi. 
^ew» nach 18, 12 und b« 

62. ^Wenn b zzi a^ und a gegen die Einheit unter dem Winkel A geneigt ist» so 
wird b gegen die Einheit unter dem Winkel mA geneigt sein.^ Bew« nach 42 und 51. 

53. Analoger Satz für Quotienten. 

II Kap^ Wurzeln der Grössen» gebrochene und negative Exponenten. 

19 
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bA.\^lne GrO^fe, WeHh^ ^r m^ Pütetiz erhoböa die CrO^e n '|fib^ wird die n^ 

tFurzel von a genannt und durch y^a ausgedrückt^ 

» — - 

So. «Die m**.PoieDsder n^ Wand aüli a oder (y^a)* wird dilrob ^^aoa^fedrCickt.^ 

56. _ ^l*d dusgedrtt<;kt durch d*** für jederlei m. 

o7— 60. Sätze über Wurzeln und Pptenzea-iiacli gcd^rochenen Exponenten. 

61. «Wenn b ~ y*Ä, so hat fc n Verschiedene Werthe.' Denn sei a gegen die 
Einheit geneigt untei einem Winkel A^ dann ist a ebenfalls gegen die Einheit geneigt un- 
ter dem Winkel A ± ^•360*,"Wo p eine gcinleT übrigens positive oder negative Zahl ist. 
Damit nun b eine n^ Wurzel von a ^Aein könne ^ muss sie g^gen die Einheit unter einem 

solchen Winkel geneigt sein« das ftf = ^ -f~ />*360^ also B ZZ — ^Lfl sei. Für p setze 

fi 

man nach und nach 0, 1> 2, ••• und dessgleichen ^^i^ -^2, ••••, dann werden die ent» 

sprechenden Werthe von B sein: — , — — , ' "^ , ..•• Zwei solche Winkel 1^ 

n n n 

aber, bei denen die Werthe von p um n von einander verschieden sind« unterscheiden sieh 

um 360^5 mithin gelten sie einander gleich; darum hat B und somit auch b nur n ver<^ 

sehiedene Werthe,* 

62. „Ist a gegen die Einheit geneigt unter dnem Winkel A, welcher posüiv und kleiner 

als 360® ist; so soll allgemein g ausdrückeni die a betrachtet als gegen die Einheit geneigt 

unter dem Winkel ii -}- /'*360®, wo../> iz oder eine ganze« positive oder negative Zahl ist,* 



63 
m 



. Wenn l^\ = £ ist« so ist b gegen die Einheit geneigt unter dem Winkel 
Cil + /^•360O). Folgt aus 55, 61, 62. 

64 — 104. Sätze über Potenzen nach gebrochenen Exponenten« 

105. Die Werthe von y" — 1 sind gegen die Einheit geneigt unter den Winkeln 

90» und 270«, Denn sie sind (gemäss 61) = T" ^\ und /^ ^V* ; aber — 1 hat den 

Neigungswinkel 180®« also sind die gesuchten Winkel = ^«180® = 90® und 
i(180® + 360®) z= 270®. 

106. Wenn \^) dargestellt wird durch + y^— 1, so mu«s /"7 *\ durch — Y^—X 
dargestellt werden. • • 



107. Die Werthe Ton 1^ sind 1« + Y^— 1, — 1. — Y— 1. 



108 
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IQd« ilede OrdssB .kao» in der Form dr a :ti ^ Y^^ 1 vorgestellt werden, wo a 
imd.^.pQNiire GrihAWJiilKi« B^weU geofDetriecb« 

110—124* Verwandte Sätze. 

UL Kap. Biobmiallfeeoren» AAfldeuog tph «* in eine Reib» ttacb den Potenzen von 
^» PAffereotiaiapn von ^« 

125* ]26. Binomialtheorem, 

427— ia&, Beih^ fur</ 
136—138. Differenzirung von T^V. 

IV. jKitrp« Beispiele zur Erläuterung der aufgestellten Priqcipmu 



189, 140. E» ist nV'' C5: <w. © -f im. e. V^^ *. 



Wird geometrisch erwiesen durch die Betrachtung eines Kreises vom Halbmesser 1 ~jiB in Fig 40. 

Denn ist der Bogen BP = 0, der Umkreis = 2fr, so ist AF =z T |^ " . Führt 

man auf AB senitTecht die AL, nnd auf beide senkrecht die FG und FH; so ist 
j1<? r= «<7J. 6 und il^ m /m. 6* V^-^ 1, und im ParaUelogramm AGFH die Diagonale 

^F = ^G + ^W, also (J)^ = ^<>^. O + ««. 0* V"— 1- 

141 — 145. Untersuchungen des Dreiecks. Sind a, b^ € die Seiten, A, B^ C ihre 
Gegenwinkel, so ist 

141. ^ = <!)'" + <1)^'"- 

142. 4 + B+ C=if 

143. bic ZI sin. B : m. C 

144. cos. A = — X— . 

2b€ 

146 — 16 1. Untersuchung der krummen Linien mittels Polar- und winkelrechter 
"Coordinaten. 

152. Aufstellung der Reiben von siiu w und ttz, x. 

153 — 164. Dynamische Forschungen, vortiehmlicb über Oentralbewegung. 

167. Auflösung der cnbischen Gleichungen. 

168^-172. Aufsuchung mdupieper Integrale. 

173—116. Fortsetzung der Forschungen über Centralbewegung. 

B, In dem trslen der beiden nachgetragenen Aufsätze mächt Warren zuerst auf 
sein Werk aufmerksam, stellt die Grühdlage desselben zur Obersicht» und widerlegt mehTere 
der ihm seit dessen Erscheine» gemachen JEinwUrJe; ))^pricb^ iMnn Bv^e's Abhancjllung 

19* 
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ifiit ' den ' bben ($• 13S) aussug^wmse, mitgel^eiken Worten «-ond endlich Au^h > JC^orey'« 
Werk« das er seit December 1828 besitze, und das mit seinen eigenen Ansichten im W^esfam» 
liehen übereinstimme. ^' . i 

C. Der zweite dieser Auiiätze ist der geometrischen DarsteUanjf der Potenzen Tonder 

allgemeinsten Form C« + ^ V* — 1)» + »^— ^ gewidmet» und bildet eitie Fortsetzung seines 
Werkes, Das Wichtigste darin sind die Artikel 42 und W. 

In 42 beweist er, dass« wenn E die positive Grundzahl der natürlichen Logarith* 

men vomellt. die Grösse 

X sin, m 

p — g^' ^ — jg« COS. m + X situ nu y — 1 — ^ cv cos. "* | 1 

"^0 a V*>/ 

wofern a: positiv und veränderlich, m reell und beständige ist, den ▼erändertichen Radius- 
▼ector einer logarilhmischen Spirale vorstellt, die ihn unter dem beständigen Winkel 
tn schneidet 

In 50 dagegen zeigt er^ wie man die allgemeinste Grösse ^ IZ I I ^ , wo 

awas immer für eine Grösse» m eine mögliche und n eine positive Grösse ist, als Radius« 
vector einer logarilhmischen Spirale darstellen könne« welche ihren Pol im Ursprünge von 
a liegen hat, die positive Richtung in dem Abstände 1 und unter dem Winkel m eine 
andere solche Spirale schneidet« die denselben Pol hat und auph die positive Einheit 
in ihrem Endpunkte schneidet, aber erst bei dem n -}- 1^" Umlaufe durch den Endpunkt 
von a geht* 

Warrens Schriften hatten — wenigstens auf dem Continente — gleiches unverdien* 
tes Los wie jene Moarey's, nicht gekannt« beachtet ^nd verbreitet zp werden, 

S. 136, 

V. Karl Frudrich Gauss. 1831. 

Endlich verfiel auch einer der vornehmsten mathematischen Koryphäen Deutsch* 
lands» Hofrath und Prof. Karl Friedn Gauss zu Göttingen, bei seinen Erforschungen der bi- 
quadratischen Zahlenreste , auf eine Verbildlichung der imaginären oder vielmehr alige- 
meiner der complexen Grössen, pie ßrste öffentliche Mittheilung von dieser Entdeckung 
machte einer seiner Verehrer in den ^^Göttingischen gelehrten Anzeigen, Jahr 1831 , Stück 
64 « S, 625^)^ , und bald danach er selbst in seiner Theoria residuorum biquadraticorum, 
Commentatio 2^t Gottingae. 1832, Dietriche pag. 16, art, 38 et 39« Seipe Grundansickien 
lauten, wortgetreu übersetzt, wie folgt; 

Art. 38. ySo wie jede reelle Grösse durpb ein Stück einer beiderseits unbegrenzten 
Geraden, welches von einem willkürlichen Anfangspunkte aus auf ihr |iu i^ehm^ii U(i4 P^eb 

•) abgedruckt in Grüneres Archir, 0. Bd., 3. Hefk, 1845. S. 336 -^ S38. 
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einem anderen beliebigen» zur Messeinheit angenommenen, Abschnitle dieser Geraden zu 
schätzen ist, ausgedrückt und durch den andereii (Grenz-) Pmiki vorgestellt werden Icann» 
Bo dass die Punkte auf der emen Seite, des. Anf^ngspunktefl die posüiven^ r]ene auf der 
anderen Seite die negativen Grössen vorstellen^ eben so wird auch jedwede complexe Grösse 
▼orgestellt werden kömlbeii durch irgend einen Punkt einer unbegrenzten EXene, in welcher 
eine bestimmte Geretde nnf die reillen Grössen bezogen wird; näinlich die tomplixe 
Grösse j? + ^ (^^^ ' ^ V^ — 1 steht) durch denjenigen Pan*/, dessen Abscisse ~ x und 
die Ordinate (welche auf einer Seite der Abscissenlinie Jposithr, auf der andern aber 
negativ genommen wird) ~ y ist« JSach diesem Übereinkommen kann man sagen, jede 
complexe Grösae messe die Verschiedenheit (inaequalitatem) zwischen der Lage des 
Punktes, auf den* sie bezogen wird, und der Lage des Anfangspunktes. Hierbei deutet 
die positive EitJieit ein beliebiges, aber Jb^estimmtes Abrücken (deflexum) nach einer beliebigen, 
9her bestimmten Richtung bin, die negative Einheit ein eben so grosses Abrücken nach der 
entgegengesetzten Richtung, endlich die imaginären Einheiten eben so grosse Abrückungen nach 
zwei seitlichen (laterale^) senkrechten Richtungen an.^ 

„Auf di^e Weise wird die Lehre von dem Wesen der so genannten imaginären 
Grössen bedeutend aufgehellt. Wird der Anfangspunkt durch (Null) angedeutet, und 
werden zwei complexe Grössen m^ m auf die .Punkte M, M bezogen, deren Lage in Bezug 
auf (den Punkt) sie ausdrücken, so wird der Unterschied in — vi nichts Anderes sein^ 
als die Lage des Punktes VL rücksichtlicb des Punktes Jf'. Dagegen, wenn das Product 
mm die Lage eines Punktes N in Bezug auf vorstellen soll : so wird man leicht einsehen, 
dass diese Lage eben so durch jene des Punktes M gegen bestimmt wird, wie die Lage 
des Punktes Ht durch jene des der positiven Einheit entsprechenden Punktes. Sonach 
wird man nicht unpassend sagen: die Lagen der Punkte, welche den complexen Grössen 
mm', m, m\ 1 entsprechen, machen eine Proportion (?)**• 

„Die ausführlichere Behandlung dieses Gegenstandes behalten wir uns jedoch auf 
eine andere Gelegenheit vor. ♦)** 

^Die Schwierigkeiten, in welche die Lehre von den imaginären Grössen vermeintlich 
gehüllt ist, rühren grossen Theils von minder passlichen Benennungen her, weil Manche 
des ungeeigneten (absono) Namens ,^unmögliche Grössen* sich bedient haben. Hätte man, 
ausgebend von den Begriffen, welche die Verschiedenheiten zweier Abmesungen darbieten 
(wie sie in grösster Reinheit bei den Betrachtungen des Raumes wahrgenommen werden) 
die positiven Grössen direct, die negativen invers, und die imaginären laterale genannt; so 
würde anstatt Verwipklung Einfachheit, an3tatt Dunkelheit Klarheit sich ergeben haben* ^'^). 

*) Ist buher noch nicht verwirklicht worden. 

*^) Sollten aicbi richtigere Begrifft mehr als nigtmessenere Benennongen notfa thnn? Sobald jene einmal 
i^ s^nd, findisn sich ja diese leicht sa ihnen. So waren die beiden ersteren Benennnngeo bereiu von 
Emannel de Veley in seiner Introduction k TAlgfehre, 8, Paris, 1799, yorgesehlagen nnd von Carnot in 
seiner Correlaiion des figures, Paris, 1801, angewandt worden ; und gleichwohl wurde durch sie die Lehre 
von den entgegengesetzten Grössen nicht auigehellL 
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VI. Anhänger und Nachahmer der Gaatiisehen Lehre, 18S 1—1647. 

t 

Auch die Gausft'ische Lehre too dey räumlichen Daratellimg der ina^nären Grösr 
sen Tennochte nicht die BilUgang der maibenatischeii ZeUgenoMen zu (Erringen» und fand 
kiur erst sehr langsam an einzelnen Freunden einige Pflege nnd Weiterawrbildung » too 
•deren •dftenilichen Leistungen mir Uoss folgende bekannt geworden sind. 

I« fF^ üf« Drcbiseh, ProC d» Math, zu Leipzig, iS34. — In seiner (schon in f. 4 
eroräbnten) Ldhre von den heberen Gleichungen machte er die Madbematiker auf diese neue 
Lehre auftnerksam, zeichnete ihre Grundzuge und empCahl sie zn weiterer Ausbildung. 

2. Ritter G. W. MUlter, Major tu HannoTer, 1841. — In OrunerCs Archiv, L Tbl., 
4. Hft.. 1841, S. 397— 400 benutzte er seine, in Crelle's Journal f. Math. Bd. 15, 3. Hit, auf* 
gestellte Lehre vom Zuge, um die von Gauss in Anwendung gebrachte geometrische Beden* 
tung der complexen Grössen nachzuweisen, und um mitteb derselben das Product zweier 
complexen Grössen in einer Weise zu verbildlichen, die im Wesentlichen mit jener von 
Mourey ($. 134) übereinkommt 

3. C A. Bretschneider, Professor zu Gotha, 1844. — In seinem , Lehrgebäude der 
nied. Geom., 8., Jena, 1844, Frommann,* S. 299—308, S- 526—535, fiihrt er die von dem 
Berichterstatter über die Gauss'ische Entdeckung, in den Göttinger Gel. Anzeigen, (§. 136) 
angewandte Betrachtung der Relationen, welche nicht nur in Einer Reihe von Gegenständen, 
sondern auch in einer Reihe (oder Schicht) von Reihen, die sich neben einander befinden, 
bei den Übergängen von was immer für Gliedern auf andere Statt finden, weiter aus, und 
wendet sie auch auf eine Masse (öder ein System) von über einander liegenden Schichten 
von Reihen an. Dabei findet er (in s. f. 529), dass die in einer Reihenschicht durch 
V^ — ÜÜ £ anzudeutende Relation, bei dem Übergange von einem Gliede einer Hauptreifu 
auf ein gleichvieltes einer zu ihr parallel laufenden Nebenreihe, mit der durch k anzudeu- 
tenden Relation , bei dem Übergange von einem Gliede einer Schicht auf ein gleichlägiges 
(übereinstimmiges) einer parallelen Schicht, übereinkomme; was mit dem, von uns, in den 
SS« 120 und 121, Gefundenen im Widerspruche ist, und zugleich (in s. §.533) ihn hindert, 
die imaginären Grössen durch Flächen im Räume zu construiren. Auch deutet er der 
Erste die imaginären Winkel, freilich nur ganz obenhin, und darum (nach §. 124) auch 
nicht fehlerlos, an. Endlich verfäHt er (in s. §. 533, Anmerk.) auch in den schon (§. 133) 
an Buäe gerügten Fehler, von Y^ — 1 =: t zu behaupten , sie signalisire nicht allein die 
senkrechten, sondern auch die schiefen Ordinalen. 

4. Docior Theoder ff^UsUin tu Hannover, 1845, 46. — In GranertlB Archiv VI.ThK 
'3. Hft. 1815, S. 226 — ?85 stellt er die Grundzüge der Gauss*ischen Gonstructton imaginä- 
rer Grössen kprz auf und wendet sie auf die 6 algebraischen Grundrechnungen (mit Aus- 
schluss des — iranscendenUn — Logarithmirens) an, und stützt endlich auf diese seinen 
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Beffek des PofidbibMMbMvM dei^ hlMMr6ii'ilgebrattcb«aitSlMcUiiD^ed'(^ tM^« L^ I^ VII* 
llii. 4. Hft., iMSi S; 402^^-410. gibt er ^Einr ptW ehtfeoborAkwcixduiigfeiii der gisoiifei Dar* 
Teilung imaginfirer Ztih>en, insbesondere araf mbücAi CUiwinnfenJ'^ dnd'8« 4ti>-^4B0 bringi 
er yiel Interessantes „Über die geometr. Darstellung' o6t^ieiAtT/FiiniäliMenJ^ Eordlick hat 
er sein „Lehrbuch der Aritbmeük f. höh. Bfldniigsattstaheii,' ManBOirer» Hahn,. 1646^ Li «md 
II. Abthlg., rest III. AbthL* nach diesen Ansichten bearbeitet. 

5. £» Ballauf, Lehrer der Math, zu V^rel, 1844» 45. — In Grunert's Archiv, Y. ThL 
3- Hft., 1844, S. 280—286, und im VL ThL 4. Hft., 1845, S. 409-414. stellt er, nach brief- 
liehen Mittheilungen Wütsteirti über die Gauss'ische Lehre und nach Müllers Aufsatze im 
Archiv, gemäss der Betrachtung, dass, wenn man in der btefc^mtepi, (^eicbuQg 

re^y^^^ zri r {ees. (p -|* Y^ — 1 sin* <p) nicht nur \r — 1 = *, soaderii auch iK"~* ZX'^ZL'b 

setzt, folglich sie in r«* ~ r cos. qp + i • r sin. 9 verwandelt , die Potenz if* ah dn Be^ 
handbmgszeichen (?) auf» welches eine Drehung eines Strahles um den Winkel 9 vorschreibt, 

so dass das Product r<^ den Strahl r um den Winkel g) gedreht Vorstellt. - 

6. H, B. L&bsen, 1845. — Sein ,Ausführl. Lehrbuch der Arithmetik und Algebra^ 
2** Aufl. 1845, Oldenburg, Schulze, gr. 8> bringt in einem Anhange 9uch die Theorie des 
Imaginären mit Rücksicht auf die Ansichten von Gauss. Ich kenae diese Notiz blo^s aus 
Grunert's Archiv VII. Tbl. 2. Hft. Lit. Ber. S. 382. ' 

7. J. C. Ullherr, polytechn. Prof. zu Nürnberg, 184$. ^ In Grelle*s Jour^al für die 
Math. 31. Bd., 3. Hft., 1846, Nr. 16, S. 231— 234 gab er einige Bemerkungen über imaginäre 
Ausdrücke und danach ,Zwei Beweise für die Existenz der Wurzeln der höh. algebr. Glei* 
chungen.^ 

8. Heinr. Scheffhr zu Helmstedt, 1846. — In seinem Werkes ;,Über das VerhältnisS 
der Arithmetik zur Geometrie, insbes. über die geometr* Bedeutung der Jmagin, Zahlen, 8. 
428 S. mit 80 Holzschnitten im Text, Braunschweig, 1846, I^ibrock^^ bemüht er sich, die 
Gauss'ischen Ansichten über das Imaginäre dadurch zu rechtfertigen, dass er auch schon 
an den Zahlen der Arithmetik nicht allein GrcMse und Stetigkeil, soodero auch noch eine 
Richtung nachweist, wie sie alle drei an Strecken sich vorfinden. Dem Wesentlichen 
nach kommt seine Rechtfertigung mit der von Mcurey überein ; doch muss man anerkennen, 
dass er selbe mit vielem logischen Scharfsinn plaiisibel dargestellt hat. Nur Schade, dass 
er (wie bereits in Grunert's Archiv VIIL ThL 4. Hft, 1846, Liu Ber. S. 471, 72 von dem 
dortigen Beurtheiler bemerkt wurde) allzuviel Bekanntes mit 'in seine -^ gewiss sehr lesens- 
und beachtenswerthe — Schrift aufgenommen und zum Tbeil dadurch diese zu sehr ver- 
tbeuert hat. 

Anmerkung. Von folgenden zwei Abbandlungen: 

Moth Franz, Prof. d« Math, zu Lin?^ ,Über. die Auwen^barkeit der imaginären Zahl- 
formen in der Geometrie* in den Abhandlungen der k. bair. Akademie d. Wissenschaften 
zu München für das Jahr 1840; und 
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ÄtäuUin 7»; Prof* d« •Math* lu Peat« »Was «iüd'die ii»«§|iiiSpeii Gif^iiaan^ und wel^ 
chea ist ihr analytbcher und geometrischer Sina?^ in den »,Naturvri8sepscha(Uicheii Abhand* 
lungen (der Geselbchaft der Freunde der Naturwissenschaften tu Wien) gofammelt v* fFük 
Haidinger, Wien, 1847—48, Braumüller ;<< 
Termochte ich. mir bisher nichts, mehr als die Titel zu Verschaffen« 



Vn, äT. R. Hamätcn. 1844—47. 

Endlich scheint in ähnlichem Sinne, wie die bisher genannten Schriftsteller, auch 
der Engländer ff^. R. Hamüton das Wesen des Imaginären aufzufassen,, das er in einer 
Reihe von Aufsätzen erforscht, die ich jedoch nur den Titeln nach aus Grunert's Archiv 
VII. BA, 4. Hft. 1846, S, 412, Note, und Lit Ber. Nn29, S, 443; Nn 31, S. 467 j Nr. 33, 
S* 492; Nr. 34, S. 506; Nn 35, S. 523 kenne, als: 

1. „On Qualemions, or on a new Sysletn oj Imaginaries in Algebra ; im Philosophi. 
cal Magazine fiir 1844 und 45; 

2. On Symbolical Geomeery; in The Cambridge and Dublin mathematical Journal, 
Edited by ff^. Thomson, Cambridge, und zwar: 

im J. 1846, Vol. I., Nr. 1 und 2 (Jan.), Nr. 3 (März), Nr. 4 (Mai), Nr. 5 und 6 (Nov.); 
im J. 1847, Vol. IL, Nr. 7 (Jan.), Nr. 8 und 9 (März). 

S. 139. 

Überblici der MUitl und Grundlagen der bislier vorgesdilmgenen Conslruclicnen del Imaginären* 

Wie man nunmehr aus unserer gedrängten Zusammenstellung ersieht, wurden bisher 
eigentlich nur dreierlei Mittel zur geometrischen Construction der imaginären zweitgradigen 
Wurzeln oder der complexen Grössen vorgeschlagen, namentlich: 

1. die Seiten von Quadraten, durch Kühn und Bade, 

2. die winkelrechten Coordinatenzüge, durch Gauss, endlich 

3. die Radiusvectorzüge durch fFarren^ Mourey^ Ballauf und Scheffler. 

Als theils offen ausgesprochene, theils versteckt gehaltene dreierlei Grundlagen oder 
Quellen ihrer Constructionen gebrauchten 

a) Kuhn und Bude das Negativ werden eines Quadrates bei seinem Übergange an 
einem Quadranten in den angrenzenden; 

b) Gauss die bekannten zur Reduction eines complexen Ausdruckes auf die gonio» 
metrische Form dienenden Gleichungen 

X -|- V^ — 1 • y =: r [cos* g) + V — 1 • sin. g)). 



X ZZ r ees. g), y IZ r sin. q», r* ~ x* -[- y^ tang. g) ~ — ;. 

X 



larcoordinaten ausdrücken ; endlich 

c) fTarren^ JUvarey, Ballaa/j Schiller uoob die fernere beki 

CCS. q> + V"— 1 • '«♦»• 9 z: «* '^""^ = (^'^■"*)9 
oder beziehungsweise 

JP + V"*- !• y == re*^-*» = r(€ = «) • 



IM 

rinkligen und Po- 



üechstes Hanptstfick. 

Zeiclinencle Darstellung der Gleichungen des Zusammenhanges gleichzeitig veränder- 
licher, complexer oder in ablenkenden Beziehungen vorkommender Zahlen. 
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Bestimmung der abhängig veränderlichen Zahlen durch die frei veränderlichen. 

Die Algebra trachtet bekanndich überall» wo es angeht» den Zusammenhang oder 
die wechselseitige Abhängigkeit der Zahlwerthe von Grössen, die gegenseitig auf einander 
einwirken, folglich sich entweder allesammt oder wenigstens zum Theil mit einander oder 
gleichzeitig Tcrändern, durch Gleichungen auszudrücken« Löst man nun zur genaueren Ein- 
sicht dieses Zuzammenhanges der Veränderlichen die sie verknüpfenden Gleichungen wo 
möglich dergestalt auf, dass duch eine oder etliche solche Veränderlichen — Grund» 
veränderlichen, -^ alle übrigen — abhängig Veränderlichen , Functionen -- ausgedrückt , als 
Rechnungsausdrücke Ton jenen dargestellt werden: so kann man für jede Gruppe zusammen 
bestehender besonderer Werthe der GrundveränderUchen auch die zugehörigen Functionen 
nach Gefallen entweder algebraisch berechnen oder geometrisch construiren« Dabei wird 
solches Gonstruiren dort, wo alle Veränderlichen direct bezogen erscheinen , auf die in 
den geometrischen Lehrbüchern erört^ten Weisen; und da wo einige oder alle Verän* 
derlichen ablenkend bezogen vorkommen, nach den im vorigen Hauptstücke gelehrten Ver- 
fahren, vollzogen werden können. 

Sollten dabei manche Rechnungsausdrücke, solche entwukelte Functionen , mehrdeu^ 
iig oder vielförmig sein : so behandelt man am besten jede solche Functionsform als eine eigen« 
thümltche Function. Gestatten endlich jene Zusammenhangs- oder Restimmungsgleichungen 
der Veränderlichen keine allgemeine algebrauche Auflösung, sondern nur eine Tersuchsweise für 
gegebene besondere Werthe der GrundveränderUchen: so können doch immerhin auch da 
noch die entfallenden Werthe der abhängigen Veränderlichen geometrisch construirt werden. 

20 
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' Zusammenstellang der Werthe ghickzeitiget Veränderlichen, - \ 

A. Tabellarische. Um den Gang, Zug oder Lauf' der gleichzeitigen Veränderung 
mehrerer zusammengehöriger Veränderlichen übersichtlich darzulegen, pflegt man, wenn 
nur einige wenige Gruppen zusammengehöriger Werthe dieser Veränderlichen zur Ansicht 
vorzulegen sind, die Reihen der nach einander folgenden Werthe jeder einzelnen Verän- 
derlichen in eben so vielen (wagrechten) Zeilen, durch Beistriche getrennt, dergestalt vMer 
einander zu schreiben, dass jedesmal die einander entsprechenden oder zusammengehörigen 
Werthe gerade unter einander zu stehen kommen. Hieher gehörige Beispiele geben: die 
arithmetischen und geometrischen Progressionen mit den über sie geschriebenen Reihen 
der Stellenzahlen ihrer Glieder; die zusammengehörigen Werthe der Unbekannten in unbe* 
stimmten Aufgaben oder Gleichungen, u. dgl. m« 

Sind aber sehr viele derlei Gruppen zusammengehöriger Werthe von gleichzeitigen 
Veränderlichen übersichtlich zusammenzustellen: so bringt man sie allesammt in eigene 
Verzeichnisse, Tabellen oder Tafeln genannt, die in herablaufenden Spalten und auf wage- 
rechten Zeilen in den durch sie gebildeten Fächern die zugehörigen Werthe der abhängig 
Veränderlichen darbieten, und deren Einrichtung hier als genugsam bekannt vorausgesetzt 
werden darf. 

• {Gemeiniglich bestimmen sie nur zu den Werth^Q Einer Gmndveränderlichen ^ die 
man hier das Argument der Tafel zu .nennen pflegt, die zugehörigen Werthe einer einzigen 
Fanction (abhängig Veränderlichen); wie z. B. die Tafeln gewisser, etwa der zweiten oder 
drittes, Potenzen und Wurzeln, oder die Tafeln der dekadischen Logarithmen der natürlich 
gereihten ganzen Zahlen. Oder sie liefern zu den Werthen jener Grundveränderlichen die 
gleichzeitigen Werthe mehrerer Functionen^ wie z. B. die goniometrischen Tafeln zu den 
Winkeln die gewöhnlichen 4 oder alle 8 goniometrischen Functionen, ja manche sogar 
auch noch deren dekadische Logarithmen angeben^ 

Sehr oft geben aber solche Tabellen zu den nvancherlei Paaren von Werthen zweier 
Grundveränderlichen (Argumente) die angehörigen Werthe einer einzigen Function ; wie z.B, 
die Tafeln der Producte zweier ganzzahligen Factoren , die Tafeln mehrerer nach einander 
folgenden Potenzen (der 2**% 3'**, 4**", u. s, f.), wenigstens einiger ersten ganzen Zahlen 
(etwa bis 100). 

Jene ersteren Tafeln bringen gleichsam je eine Gleichung zweier, und diese letzteren 
je eine Gleichung dreier gleichzeitiger Veränderlichen, tabellarisch, in Tabellenform, zur 
Übersicht. 

Aber auch Gleichungen, oder die Verknüpfungs weisen, von vier gleichzeitigen Ver« 
änderlichen lassen sich tabellarisch darstellen, indem man, je nachdem die Tabellen weniger 
oder mehr ausgedehnt sind, für jeden Werth der einen Veränderlichen nnr eine Seite, ein 
Blatt (Tableau) oder ein ganzes Buch für die mannigfaltige Veränderung der drei übrigen, 
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Veränderlichen wfdmet Hteher geboren z. B, die jährlichen Mtiidepkemeridik der Astro« 
nomen, in denen jene eine ausgeschiedene Veränderliche die fortlaufende Jahrzahl ist^ und 
welche, je ein besonderes Buch, einen Kalender, bildend, zu den na<*h einander folgenden 
Jahrestagen und an jedem Tage wieder zu m^reren Tagesstunden die beiden durch diese 
dreierlei Grundveränderlichen bestimmten Veränderlichen (Functionen), die Länge und 
Breite, oder die gerade Aufsteigung und Abweichung des Mondes liefern. 

Ja selbst die Gleichungen von noch mehr, von 5, 6, 7, •... Veränderlichen liessen 
sich, wenigstens in der Idee (!), tabellarisch vorstellen, wenn man mehrere jener erwähnten 
Bücher unter der Überschrift der vierten Grundveränderlichen, wie z. B. die Mondephemeri- 
den jedes Jahrzehends, in einen grösseren Band zusammenbinden würde; wenn man ferner 
diese Bände unter der Aufschrift der ßinften Grundveränderlichen, wie die Mondephemeri- 
den jedes Jahrhundertes , in ein Fach neben einander stellen; danach diese Fächer unter 
der Aufschrift der sechsten Grundveränderlichen, wie die Eph^meriden jedes Jahrtausendes 
in einen Bücherschrank unter einander bringen , und auf diesem deutlich vorgezeichneten 
Wege weiter vorgehen möchte. 

Solche tabellarische und arithmetische Darstellung der gleichzeitigen Veränderung 
mehrerer zusammenhängender Grössen erleidet demnach nicht so bald durch die Menge 
dieser Veränderlichen eine Beschränkung. 

B. Graphische, zeichnende. Bei höchst geringer Anzahl der Veränderlichen ist hin- 
gegen die graphische (zeichnende) oder geometrische (räumliche) Darstellung des stetigen 
Ganges ihrer gleichzeitigen Veränderung beschränkt, weil der Raum nicht mehr ah drei Ab* 
inessungen besitzt. Denn hier können die veränderlichen Grössen , damit der stetige Gang 
ihrer Veränderung an einem Bilde veranschaulicht werde, weder durch Körperräume, noch 

■ 

durch Fiächenräume sondern nur durch Strecken oder fVinket vorgestellt werden, und diese 
veränderlichen Consrructionselemente müssen nothwendig dermassen an - einander hangen, 
dass keine zwei Strecken in einerlei Gerade, und keine zwei Winkel in einerlei Ebene fallen, weil 
sie sonst in £in solches Element sich summiren würden ; wesswegen höchstens drei solche ver- 
änderliche Constructionselemente an einander gehängt werden können, und nur die stetige 
Veränderung zweier oder dreier gleichzeitiger Veränderlichen sich bildlich darstellen lässt. 
Derlei Abbildungen können daher, bei stetiger Veränderung aller Veränderlichen, nur ent- 
weder ununterbrochene Linien oder Flächen sein; während sie bei unstetiger Veränderung 
derselben nur Systeme getrennter Punkte, insbesondere zur Verdeutlichung ihrer Aufeinander- 
folge die Spitzen gebrochener Linien öder eckiger Flächen sind. 



Ceometrisches Bildniss der Änderung einer einzelnen ablenkend beziehlichen Veränderlichen^ 
fei' X irgend eine einzelne ablenkend beziehliche veränderliche Grösse, und zwar : 

20* 
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so hängt selbe offenbar von zwei direct beriehlicben (reellen) GrösseD, von g) und r« oder 
▼on X und x" ab« und es wird, vermöge §• 93, jeder einzelne Werth derselben entweder 
durch einen geraden um den Winkel g) abweichenden Radiusvectorzug r, oder durch einen 
winkelrecht gebrochenen, aus der Abscisse x' und der Ordinate x" zusammengesetzten 
Coordinatenzug dargestellt. Mithin bestimmt oder fixirt 

erstens: jeder einzelne fVerth dieser ablenkend bezogenen Veränderlichen x einen 
Punkt — den Endpunkt des sie abbildenden Zuges — in der Constructions« oder Coordi- 
naten-Ebene ; oder jener bestimmte Werth, jenes Stadium der Veränderlichen x^ besitzt an 
diesem Punkte seinen räumlichen Stellvertrete^i*, geometrischen Pepräsentanten , sein geome- 
trisches Bildniss. Eigentlich macht dieser Punkt das Innehalten, Stehenbleiben der Verän- 
derlichen X bei diesem betreffenden Werthe derselben anschaulich; er ist das Bild emes 
besonderen Stadiums (Standes) der Veränderlichen« 

Zweitens: Wenn aber nur Eines der beiden, der Veränderlichen x zukommenden, 
Bestimmungselemente, tp und r, oder x' und x", willkürlich wählbar, oder frei abänderlich 
bleibt, das andere dagegen entweder schon in voraus unabänderlich festgestellt -ist, oder 
aber dermassen nach jenem sich richtet, dass beide einer gewissen Zusammenhangsgleichung 
zwischen ihnen genügen : so wird jener, den Sonderwerth von x abbildende Punkt (9, r) 
oder {x\ x'), bei stetiger Veränderung jenes ersteren Elementes, also auch dieser Verän- 
derlichen X selbst, in der Constructionsebene eine Linie beschreiben; was auch schon an« 
derweitig bekannt ist, und keiner ferneren Erörterung bedarf. Die stetige Änderung der 
Veränderlichen x, oder wie man uneigentlich zu sagen gewohnt ist, diese Veränderliche 
selbst, wird demnach, so oft zwischen ihren beiden Bestiinmungselementen ein Zusammen* 
hang, eine wechselseitige Abhängigkeit besteht, durch eine ebene Linie abgebildet* 

Drittens endlich, wenn beide Bestimmungselemente der Veränderlichen x von ein- 
ander unabhängige völlig frei abänderlicb sind: so wird jener den besonderen Werth von x 
abbildende Punkt nach und nach allerorts in der Ebene der Construction sich befinden 
können oder die ganze Ebene durchlaufen oder beschreiben. Die stetige Veränderliche x 
oder eigentlich die stetige Änderung derselben, wird demnach, wenn ihre Bestimmungsele- 
mente völlig frei oder von einander unabhängig sich ändern können, durch eine gatue Ebene 
abgebildet. 

$. 143. 

Geometrische Darstellung oder Abbildung der Functionen einer Veränderlichen. 

Hängen zwei gleichzeitige Veränderliehe, x und y, nach Angabe einer Bedingungs- 
oder Zusammenhangsgleichung mit einander zusammen oder von einander ab; richtet sich 
nach der einen freien, willkürlichen oder Grundveränderlichen x die andere von ihr ab- 
hängige Veränderliche oder so genannte Function y nach Vorschrift eines gewissen, jene 
X enthaltenden, Rechnungsau8drnckesy(^), so dass y ^z ß^x) die Abhängigkeihigleichung 
beider Veränderlichen ist; so kuin man, zur Erkenntniss der Eigenheiten jener Function 
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oder dieser Gleickung die gleicbzeitige (bald stetige bald unstetige) Änderung dieser Ver« 
äDderlichen auf mancherlei Weisen bildlich Tor Augen legen« Yon denen folgende vUr die 
gewöhnlichen sind. 

ErsU DareuUungeweüe* Man stellt einen gewissen allgemeinen ablenkend bezügli- 
chen Werth der Grundveränderlichen s entweder durch einen RadiusTectorzug oder durch 
einen Goordinatenzug dar, und construirt nach Anweisung jener Abhängigkeitsgleichung oder 
der Function /[x) die andere abhängige Veränderliche y gleichfalls als einen solchen Zugi 
Danach lässt man die Grundveränderliche x und mit ihr den sie Torstellenden Zug unsteUg 
(sprungweise) um Endliches sich verändern» entweder beliebig, um die davon abhängige 
Veränderung der Function y und des sie darstellenden Zuges zu erforschen « oder dermas« 
sen » dass die Function y und der sie vorstellende Zug auf eine in voraus bezeichnete 
Weise sich abändern. 

Zweite Darsullungsweise. Man stellt gleichfalls jede der beiden verbundenen Verän- 
derlichen s und y durch einen Zug» oder ihren jeweiligen Stand durch einen Punkt dar; 
lässt aber die Grundveränderliche x dergestalt sich verändern» dass zwischen ihren Bestim- 
mungselementen selbst wieder ein Zusammenhang besteht» folglich der ihr entsprechende 
Punkt eine stetige Linie beschreibt. Dann muss auch der die Function y repräsentirende 
Punkt eine stetige Linie in derselben Constructionsebene beschreiben. Die Beschaffenheit 
und der Zusammenhang dieser beiderlei Linien gibt sofort über den stetigen Gang der Än- 
derungen dieser zusammengehörenden Veränderlichen Aufschluss. 

Drille Darstellungsweise. Man kann beide zusammenhängende Veränderlichen x 
und y complex gestalten» nämlich o; = j?' -|- 4^", y = y' -|- \y" \ 

wonach ihre Verbindungsgleichung y = /[x) die Form 

y -j- \y" zn f{x' + 4^") oder gemäss §. 52 
= ¥\x\ ^") + |g(^', x") 
annimmt» und sofort (zufolge §. 51» 5) in die beiden simultanen Gleichungen 

y = F{x\ x") » y" = %x\ x") zerfällt. 

Danach stellt man die VeränderUche x als einen Goordinatenzug ~ .r' «4~ 4^" ^^^ 
ihre stetige Veränderung durch die ganze Constructionsebene dar, und errichtet sofort in 
dem Endpunkte jedes solchen Coordinatenzuges auf die Constructionsebene die Senkrechten 
von der Länge y und y". Die Continua der Endpunkte dieser zweierlei Senkrechten ma* 
chen sonach zwei Flächen aus» deren Gleichungen zwischen den rechtwinkligen Coordinaten 

y = F\x\ x") und y" = g(.r'» x") 
sind» und deren Beschaffenheiten über die Änderungen von y und y\ daher auch über 
jene von y = y' -j- J^y"» Aufschluss geben. 

Vierte Darstellungsweise. Stellt man die Grundveränderliche x in der ursprünglichen 

Constructionsebene S (Fig. 41) als einen Radiusvectorzug Olf, nämlich x ZU r^r» oder 

als einen Goordinatenzug OPM, namentlich x ZZ OP •\' \PM ZZ, x' + Xx" dar: so läsat 
sich senkrecht auf diesen Radiusvector OM in seinem Endpunkte M eine völlig bestimmte 
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Ebene O aufrichten» in welcher eine der beiden RichtnngenMbrer Durchschnittslinie mit der 
ursprünglichen Ebene H als Grundrichtung dienen kann, um die ablenkend beziehliche 
Function y, nachdem man sie vorher nach Anleitung der §§. 106 — 118 in der Ebene !l con« 
struirt hat, in die neue Ebene IQ' als einen Zug zu übertragen, der im Punkte'!/ an die 
GrundveränderKche x angeknüpft wird. Bezeichnet man nlfmlich in der^ene IB die trans- 
verse Beziehung, also das Senkrechtsein auf der Ebene % durch den stehenden Pfeil, und 
macht- man HIQ =r y', QU = y", BUN =: v, IHN ~ 5; so ist die Function 

■ 

y ~ MN = t^'^s = HLQN iz y' + ty" — ^ ^ö** ^ + t* M^ V* 

Es lässt sich demnach zu jedem, einen Stand der Grundveränderlichen x repräsen« 
tirenden Punkte M ein den entsprechenden Stand der Function y repräsentirender Punkt 
iV bestimmen. Das Gontinuum der Punkte N ist danach entweder im Allgemeinen eine 
Fläche oder insbesondere eine Linie, je nachdem jenes der Punkte VL allgemein die ganze 
Ebene !l oder insbesondere in ihr eine ebene Linie ausmacht. 

Sollen aber umgekehrt zu einem Punkte N Cin Fig. 42) der den Lauf der Verände- 
rung der Function y vorstellig machenden Fläche oder Linie wieder der Punkt M und da- 
durch die beiden ablenkend beziehlichen Coordinaten x und y zurück, bestimmt werden; 
so wird man zuvörderst den Punkt N in die Ebene 9 nach Q projiciren, da dann die 
Projicirende QN = fy" sein muss. Weil ferner Jlf^ auf OJIf senkrecht sein soll, so muss 
der Punkt H auf der über OQ als Durchmesser zu beschreibenden Kreislinie OVLQ sich be- 
finden. DanÜl aber nur ein einziger solcher Punkt M. sich ergebe, darf die Grundverän- 
derliche X nur durch eine Linie OU vorgestellt werden , welche diese Kreislinie in nicht 
mehr als Einem Punkte durchschneidet, wie z. B. gerade Linien und KegelschnittsUnien« 
welche durch den Punkt hindurchgehen. Ist sonach der Punkt M bestimmt, so ist 
HQ •' y, OM ~ r, XOM ZZ (p, und wena maa M auf OX nach P projicirt. OP :^ x' und 
PM — x". 

Am einfachsten dürfte man den Gang der Änderung, der Grundveränderlichen x 
durch eine bestimmte Gerade OC vorstellen, welche durqh den Fixpunkt O hindurchgeht, 
und einen bestimmten Winkel a mit der Grundrichtung OX macht, so 4ass qp ~ <k die Po- 
largleichung dieser Geraden und x zz ^*r ZZ r cos, a -|- ^r sin, a ist. Insbesondere kann 
man in diese Gerade selbst die Grundrichtung legen, da cjann der Winkel a ~ und 
j: ZZ r wird , und man sonach eigentlich 3 zu einander winkelrechte Axen der x^ y und y ' 
zur Construction der Linie y benützt. 

Auf solche Weise ist man demnach im Stande» die stetige Änderung zweier gleich- 
zeitigen Veränderlichen x und y geometrisch zu verbildlichen, von denen die eine x bloss 
direct beziehlich, die andere y aber allgemein ablenkend beziehlioh ist. Der Lauf beider 
Veränderlichen wird durch Linien, und zwar jener der Grundveränderlichen x durch die 
Polaraxe) und jener der Function y überhaupt durch eine Lifiie im Baume dargestellt. Mit- 
hin kann eine Gleichung von der Form 

y + ty" =yC^ + |0) oder }{x' + |0i y' + fy") = 
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oder mit verwechselten Coordinalen , , 

auch schon alleip,. ohne Beitritt einer zweiten Gleichung, eine Linie im lUume darstellen« 



•^' ■ ; : • » 
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Anwendung dieser Lehre auf die Nachweisung d^s Vorhandenseins von ff^urzelwerthen der 

höheren algebraischen Gleichungen* 

Die so ,|^beQ,.erqrtei:t^} Lehre voo der Abbildung des stetig^en Laufes der Verände- 
rupg zweier , zusammenhängenden yei;änderlichen findet eine hochwichtige Anwendung bei 
dem geometrischen Erweise Folgenden Fundamenlalsalzes der Lehre von den höheren algebrai^ 
sehen Gleichungen. 

Jede algebraische Gleichung mit Einer tlnbekanhten hat überhaupt wenigstens Einen com* 

fdexen ^-^'ktbleiikend beziehlichen — ff^urzelwerth, 

Ist nämlich y ~ y[a:) m Jq a:" '■\- A^ :f**~^ + -^ •^"~* "I" • • • 4" '^n—\^ 4" -^»i — ® 
die gegebene Gleic'Kung, mögen ihre CoefTicienten A^ A^, A^, . . . A^^ reell oder complex — 
direcr oder ablertkönd* b)eziehlicli — sein: so muss es gewiss einen complexen — ablen- 
kend beriehlichen '— 'Wehh filr ir geben, welcher dei* ße dingfung y(jr) n Genüge leistet. 

Man hat zu diesem Beweise die drei ersten so eben beschriebenen geometrischen 
Darstellungsweisen des Zusammenhanges zweier stetigen Veränderlichen verwendet. Von die 
setiDarstellungen 'Collen aber hier bloss die' beiden ersteren als die einfacheren umständlich 
aus einander gesetzt, die dritte zusammengesetztere hingegen nur- kurz angedeutet werden. 

L Benätzung dfr ersten D^rsfeUungsweise der Functionen* 

Sie geschah zuerst von Dr. Wittslein in seinem bemerkenswerthen Aufsatze, in Gru- 
nert's Archiv, 1845, 6. Bd. , 3. Hft. , Nr. 35, Art. 5 und 6, Seite 231—234, um dem von 
Cauchif gegebenen a^lytischen Beweise des fraglichen Fundamentalsatzes eine geometrische 
Grundlage zu ertheilen^ Nach unseren Ansichten, und mit einigen kleinen Berichtigungen 
und l^rgänzungen, gestaltet sich sein sehr einracher Beweis folgender Massen. 

Stellt man die beiden Veränderlichen a: und y ablenkend beziehlich dar, nament* 

lieh a: = r*'V und.y zr /l^) ZZe^^s; so müssen ^ gleichwie y eine Function der Grundver- 
änderlichen ^ ist, auch xp und s Functionen der Grundveränderlichen qp und r sein^ und 
man wird darzuthun haben, dass s/zzO werden könne, welchen Werth auch ip annehmen 
möge, weil dann nothwendig auch yzzz /[x) ZZ: werden muss. 

Da die Function y(a7) eine ^anz« ist, so rouss für r ZI oo aucb.^IZ oo ausfallen, und für 
endliehe Werthe von r muss auch jener von s endlieh bleiben. Weil ausserdem dieser der 
Function^ ai^gQhjC^rige, Modul 7 nur absolut . (beziehungslos) sein kann, so muss s^ wenn 
die ihn bestimmenden Grundveränderlichen 9 und r alle zuständigen Werthe von <p = 
bis f ~ 2^ upd yqn r ~ bis r r= 00 nach «ad it^cb darolis4;hreiten, wenigstens Einen 
kleinsten Werth besitzen. 
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Wenn sich daher beweisen lässt: 
dass der zu was immer y&r Jf^erthen der Grundveränderlichen 9 und r gekärige Modul t der 
Function y, wofern er nicht selbst schon Null wäre, durch angemessene Änderung von (p und r 
verringert werden kann: 

so folgt daraus unmittelbar» dass jener nothwendig vorhandene kleinste Werth des Modulus 
s nur ZI sein kann» und dass demnach die auf ihn führenden Werthe von 9) und r die 

Gleichung ^ = und somit o; ~ e^^r die Gleichung y :^ y(a?)zilO befriedigen; wonach 
der behauptete Grundlehrsatz bewiesen sein wird. 

Zum Beweise dieses Hilfssatzes werde angenommen, dass in der, dem Werthe der 

Grundveränderlichen ^ ~ e^^r entsprechenden Function y 1Z, ßx) ZU e^s der Modul / 

nicht z: sei; und dass, wenn a: in af ZZ Ji^ -{- h übergeht» wo A = e^^p ist, 

y' = /(jp') =z c^^ s' erfolge. 
Dann hat man nachzuweisen» dass 0nndp immer so gewählt werden können, dass 
s' <^ s ausfalle. 

Die Entwicklung von y[^ ZI /(^ + A) nach Potenzen von h gibt nun 

y' :=/[s') = /(x) + ß, Ä + fi, A« + B, Ä« + + Ä», 

WO die GoefHcienten jB| » Bg » £3 » • • . . im /allgemeinen beliebig ablenkend beziehlich sein 
werden, wie 

J?i = e^^b^, B^ ZI e^«ia, .... 
und einige aus ihnen anch := sein können. Sei nun der erste nicht verschwindende 

solche Coeffident B^ ZI o^*b^ ; so hat man 

A^) =A^) + B^h'»-\. J5«+iÄ-+ » + .... + Ä-, 
oder wenn man durchweg die ablenkend bezogenen Werthe einführt» 

Die algebraische Summe zur Rechten des Gleichheitszeichens lässt sich nun (ge- 
mäss §. 99) als ein von einem Fixpünkte O (Fig. 43) ausgehender gebrochener Zug 

OABCD . . , . IK darstellen» dessen Seiten der Reihe nach 

OÄ = s, AB zr, b^, BC= b^^^p'^ + K ' . ^ . IKzip"* 

sind» und mit der fixen Grundrichtung OX die Winkel 

Vi ßm + ^®» /^m + 1 + ^ + i 0» »»0 

machen» und dessen gleichgeltender Radiusvectorzug OK die Länge / hat und den Nei- 
gungswinkel (OÄ» OX) ZI op' bildet. 

' Damit aber, wie gefordert wird» s' <Zt ausfalle» kann man Über die Grössen und p 
wie folgt verfügen. 

1. Man mache, dass die ersie Seite AB auf den Radiusvector OA zarüei/aUe, folg- 
lich dass ihr Winkel {AB, OX) IZ {OA, OX) + n 
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oder /?- + »»^ — V» + * 

« 

werde; dazu muss man den Winkel 

(1) = ' Wählen. 

, tn 

2. Man bemesse die Länge der Seite AB so , dass ihr Endpunkt B zwischen A 
und O zu liegen komme; man mache also AB <C ÄO, oder b^gj)^ <i s, folglich mache man 
den RadiusTector 

(2) p^^i' 



3* Man verkürze den übrigen gebrodienen Zug BCD • . . • jff dermassen» dass 
seine absolute Länge kürzer als jene der ersten Seite AB sei» nämlich dass 
ÄC + CZ> + .-.• + /A: <:AB sei. 

Diess würde bereits erreicht sein» vrenn yon den Coejff'icienlen B^, B^, B^ . . • B^^^, 1, 

alle bis auf den leizien \, verschwunden wären; folglich 

m ZZ n, Ä^ ZZ 1, b^ ZZ is /?„» = 

'v^ + » 

und sofort ZI » p K^V^ s wäre* 

n ' 

Denn da würde K mit jB zusammenfallen« und sonach bereits OK = OB <C OA oder 

/ <^s seint 

Ist aber der erste nicht verschwindende Coeificient B^ vor dem letzten, also m<^n, 

so muss *m+ iP"*"*"^ + *m 4- 2/^"* "^ ^ + h />* < ^W^ 

gemacht werden« 

Sei b die kleinste der absoluten Zahlen &|,|^ j^» fr|,| ^.2» • • • • ^n—- 1» ^ 9 ^^ muss, 
wenn man diese alle in der letzten Ungleichung durch b ersetzt» weil auch p absolut ist, 
um so mehr 

sein« Theilt man hier durch p^ und b, so wird 

? + /»' + / + . •. + /^'-"*<T* 

folglich» wenn man diese geometrische Reihe summirt» 

«« — «—1 1 _ „«— «• b^ 

p p-i =p i-p < 1- 

Nimmt man, was jedenfalls zulässig ist, p <C 1 an, 'So ist, weil n — m positiv und 

=1 ist, z^— = ;,, daher ] ~ P^" ^ 1. 

1 _ p ^ ^^ 

and sonach, wenn man jene Ungleichung dufvh diese theilt, p <C -^ 

21 
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Der zuletzt gestellten Anforderung wiri daher entsprochen« wenn man 
(3) p < (Uy), d. h, < 1 und < y, nimmt. •) 

Hat man es aber dahin gebracht, dass 

fiC + CD + . . . . -f 7Ä' < Äil 
ist; so muss» weil zwischen einerlei Grenzpankten die gerade Linie jederzeit die möglich 
k&rzeslf, also ßK < BC + CD + . . . JK ist, um so mehr 

BK < BA sein. 

Beschreibt man nun um den .Punkt B (Fig> 44) mit dem Halbmesser BK eine 

Kreislinie , so zertheilt diese die Strecke BA in einem Punkte L , welcher , weil B 

zwischen O und A liegt« mit dem Punkte O auf Terschiedenen Seiten des Mittelpunktes B 

liegen muss. Mag daher O in diesem Kreise sich befinden oder nicht» so muss an jedem 

Punkte K derselben Kreislinie, zufolge eines bekannten Lehrsatzes vom Kreise, OK _ OL 

sein. Gleichwie aber BL zz BK <C BA ist, so ist auch 

OB -{- BL < OB + BA oder OL < OÄ, mithin auchjederzeitOJ?<0^ nämlich / < /. 
Die durch (1), (2) und (3) bestimmten Werthe von & und p leisten demnach der 
gestellten Forderung Genüge. 

S. 14«. 

IL Benützung der zweiten Darttellw/igsweüe der Functionen einer Veränderlicken^^ 

Diese besteht darin, dass sowohl die Grundveränderliche x als auch die Function 
y als eine Linie in der Constructionsebene dargestellt und die Abhängigkeit beider Linien 
von einander erforscht wird. Auf den Beweis des fraglichen Grundlehrsatzes der algebrai- 
schen Gleichungen hat sie Professor Ullherr in dem ersten seiner beiden höchst einfachen 
Beweise in CrelWs Journal ftir die Mathematik 31. Bd., 3.H., Berlin, 1846, Nr. 16, S.232u. 
233 auf folgende Weise angewandt* 

Die ganze Function "" 

y ZZ A^o^ + A^ 07"-* + -rf,jr»->+ . . . . + An^t x + An. 
in der die CoeiBcienten A^^ A^^ A%» .... A^ beliebig ablenkend beziehlich sein können, 
der erste und letzte aber rächt Nuli sind, nimmt, wenn man diese CoefBcienten so wie die 
beiden Veränderlichen or und y allgemein ablenkend bezogen darstellt^ . namentlich über- 
haupt Am — «***•«•» 

X ^ e^r und y =: e^^s 
annimmt, folgende Form an: 

*) So glaube ich die toq WUtstein, a.a. O. S, 234, Art. 6, gesteüu durcb eiu geriogei VetseheD yerfebiic 
dritte Bedingung einfach geben zu sollen. 
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und erietdel» bei der stetigen Veränderung Ton ^ und r, nirgends eine Unterbrechung 
ihrer Stetigkeit. Wird daher durch y, fiir gewisse Werthe von q) und r, der Punkt Jf 
(Fig. 46) bestimmf, so muss dieser seinen Ort stetig ändern, wenn 9) und r, zugleich oder 
einzeln, sich stelig abändern. 

Zur deutlicheren Einsicht in den Gang der Änderung von y lässt man den, die 

Veränderliche op "ZZ ^^^ repräseniirenden wandelbaren Punkt R eine gewisse Linie und 
zwar zunächst eine KrcüUnie um den Punkt als Mittelpunkt beschreiben, indem man den 
Radiusveclor r zi OR constant hält und den Winkel qp von irgend einem bestimmten Win- 
kel q)o aus nach und nach stetig wachsen' oder abnehmen, also den Strahl r ~ OR stetig 
sich umdrehen lässt Dann muss auch der Punkt M eine stetige Linie beschreiben und bei 
9 m qp0 4" ^ * 2 ^« wo m eine ganze Zahl ist, an denselben Ort zurückkommen > wie bei 
9 m <Pe? ^^ ^^^^ diese Linie eine in sich selbst zurückkehrende krumme ist, auf welcher 
der beschreibende Punkt schon an alle Orte kommt» wenn der Winkel 9 nur alle stetig 
sich folgenden Werthe eines Intervalls von einem vollen Winkel 2n annimmt* also der 
Strahl r ^ OR eine volle Umschwenkung ausführt. 

Jedem Werthe des Moduls oder Halbmessers r ~ OR von bis 00 * oder jeder 
der unzähligen concentrischen Kreislinien um den Pol O entspricht eine olche die Func- 
tion y repräsentirende Curye; und alle diese Curven gehen aus einer derselben durch ste- 
tige Änderung heryor» wenn r sich stetig verändernd vorausgesetzt wird. 

Jeden einzelnen Ausdruck von y kann man, insofern er vermöge der letzten Glei- 
chung als eine algebraische Summe sich ausweist« vermöge %. 99« durch einen gebrochenen 

Zag OABC . • . LH darstellen, dessen Seiten 

OA zz «o*""« -^^ = «1 ^"""S *C = «« **~^* . . . . LM ZZ a^ 
sijnd. Bei diesem Zuge muss, bei fortwährendem Wachsen von r, das Verhältniss der Summe 
aller Seiten hinter der ersten « zu dieser ersten selbst, nämlich 

AB + BC + . . . + LM _ aj ««1 1 «» 

__ — -|- -|- , . ., . -| 



OA UqT a^r^ a^r^ 

um so kleiner werden, je grösser r wird. Da ferner der Strahl AM kleiner als die ge- 
brochene Linie ABC .... LH =: AB + ^C -|- . . . + LM ist, so muss um so mehr das 
Verhältniss AM\ OA abnehmen. Daher muss im Dreiecke AOM auch der der Seite AM 
gegenüber liegende oder der von den beiden Radienvectoren OA und OM eingeschlossene 
W^inkel AOM desto mehr abnehmen, je mehr r wächst« 

Der Punkt A» als Repräsentant des ersten Gliedes e^^^ »" "^'a^r* im Ausdrucke 
von y, macht aber auf der um O mit dem Halbmesser a^r* beschriebenen Kreislinie n 
Umläufe, während gi ein Intervall von 2 n durchläuft« oder während der Punkt R seine 
Kreislinie einmal dnrrhwandelu Mithin muss auch der Punkt M, bei einem hinreichend 
grossen Werthe von r, eine stetige in sich zurückkehrende Curve l^eschreiben« welche nmal 
den Punkt umschlingt , während der Winkel 9 um einen vollen Winkel 2 n stetig zu- 
oder abnimmt. 

21» 
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Stellt man sich naa den Halbmesser r ~ OR von diesem hinreichend grossen 
Werthe an stetig abnehmend vor; so wird die geschlung;ene Curve sich stetig verändern« 
bis zuletzt bei r ZZ alle Punkte derselben in denjenigen Punkt U zusammenfallen « wel- 
cher der geometrische Repräsentant des letzten Gliedes e'^^^On ist. Diese Curve, welche 
anfangs nmal diesen Punkt U umschlingt , Kann sich aber nicht auf ihn zusammenziehen, 
ohne vorher wenigstens einmal und im Allgemeinen höchstens ftmal, durch den Punkt O 
gegangen zu sein. Da aber» wo ein Punkt der Curve mit dem Pole O zusammenfällt, sind 
die ihm entsprechenden Werthe von qp und r, also auch von x, so, dass sie s, also auch y 
zu., Null machen. 

Es gibt daher im Allgemeinen höchstens n und insbesondere wenigstens Einen Wur- 
zelwerth der algebraisc^ien Gleichung y ZZ ; und wenn auch in einzelnen Fällen eine oder 
mehrere Schlingen der Curve gleichzeitig im Punkte O verschwänden, so gäbe es dennoch 
wenigstens Einen Wurzelwerth dieser Gleichung. 



$. 146. 

///* Anwendwng der dritten Darstellungsweise der Functionen* 

Diese wurde zum Beweise des in Rede stehenden Grundlehrsatzes der Gleichungen 
zuerst von Gauss in seiner Dissertations - Abhandlung : ^Demonstratio noVa Theorematis, 
omnem functionem algebraicam rationalem unius variabilis in factores reales primi vel se- 
cundi gradus resolvi posse. 4. Helmstadii. 1799,^ in einer Weise benützt, welche auch/>r0* 
bisch in §. 75 u. ff. a. a. O. deutlich erörtert hat. 

Die vorgelegte algebraische Gleichung wird complex dargestellt, nämlich 

und in die beiden gleichgeltenden Gleichungen 

/ - F(x', y), y" = g(jr'. x") 
zei spalten. Danach construirt man die diesen zwei Gleichungen entsprechenden Flächen 
und sucht ihre erweisbar jederzeit möglichen Durchschnittslinien mit der Ebene der x oder 
der j?' und jt", deren einzelne Gleichungen F{j:\ x') zZ und %{a:\ j?") ~ sind. Von 
diesen Linien wird nun dargethan^ dass sie auch einander durchschneiden müssen, daher fiir 
ihre Durchschnittspunkte beide letzten Gleichungen mit einander gleichzeitig bestehen und 
sofort auch y ZZ wird» folglich dieselben Durchschnittspunkte die Wurzelwerthe der ge- 
gebenen Gleichung repräsentiren* 



t6Ji 



ülebentes Haaptsjtück. 

Aaslegnng der Gleichnttgen des Zusammenhanges allgemeiner Zahlen, wenn einige 
oder alle solche Zahlen complex — ablenkend beziehlich — werden. 



Vorbereitung. 

Bevor ich auf diesen Gegenstand selbst übergehe» sehe ich mich genöthigt, vier 
Fragen hier wörtlich anzuführen > die mir schriftlich aufgeworfen worden sind, und deren 
Beantwortung nach der Meinung des Fragestellers aus der Lehre von der geometrischen 
Construction der imaginären Grössen geschöpft werden sollte. Zwar tragen sie insgesammt 
auffallende Rechnungsfehler oder Fehlschlüsse in sich, und müssen darum verworfen werden ; 
allein aus ihnen wird sich uns dennoch diejenige wichtige Frage ahnen lassen» die man 
wahrscheinlich stellen wollte» und deren Beantwortung wir sodann versuchen werden. 
!*• Frage. ^ Setzt man in y — y "ZZ a {x — x) 
x' z=L p + q V— 1 und y ZZ p + qV^—l, 

so erhält man y *^ p ZZ ^ (a^ — p)» 

die Gleichung einer reellen Geraden; wie hängt deren Lage mit den complexen Coordi- 
naten zusammen?^ 

Erläuterung. Sind x, y die laufenden uqd x\ y ein paar stehende rechtwinklige 
Coordinaten, und lässt man in der bekannten Gleichung einer durch den Punkt (x, y) 
gehenden geraden Linie y — y ZZ a (x — x) 

die stehenden- Coordinaten x\ y complex werden» nämlich 

»'=/> + j V^— i und /=/?' + q K— 1 ; 
so erhält man 

y — p — q K— 1 zz a [x — p) — nq y^—i. 

Wird nun das Reelle mit einander und das Imaginäre wieder unter sich identifi- 
cirt» so erfolgt 

y — />' = a (» - p), q ZZaq, 
daher, wenn a eliminirt wird» die Gleichung 

y -r / = 4! (« - /») 

einer reellen Geraden; von der man fragt» .wie deren Lage mit dea complexen Coordi- 
naten zusammenhänge. 
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AfUwcrt. Vor Allem ist hier zu erinnern» dass man in einen argen Fehler rerf Mit 
indem man bloss die paiticulären Werlhe x\ y der Veränderlichen a?, y, oder hier nur 
die besonderen stehenden Coordinaten x' , y/ welche den allgemeinen laufenden w, y ent- 
sprechen, in die complt^xe Form, p + y V^ — 1 und p + q y^ — I» übergehen lässt und 
nicht auch diese Veränderlichen «?, y selbst compiex formt, namentlich 

Denn wohl begreift die Gesammtheit der Werthe einer complexen Veränderlichen 
X -^ X'y — 1 auch die reellen Werlhe, wie X« da auch X' ZZ o sein kann 3 allein keines* 
wegs und niemals kann der Inbegriff der H^erthe einer reellen Veränderlichen x auch nur einen 
einzigen coMplexc7i ff er tu p + q\ — 1 in steh ßusen. 

Wer daran noch zweifeln wollte, der erwäge nur« dass man in der Frage doch 
eigentlich bedingt^ dass« wenn x ZU x wird, y ~ y werde. Wie können aber die reellen 
Grössen x, y den complexen x\ y gleich werden? 

Setzt man nun aber auch noch x und y complex, so verwandelt sich, so lange 
a incomplex ist, die gegebene Gleichung in 

r + P'V^-l - p - qyr-X -a{X-\-X'Y-\-p- qyr-\)', 
und daraus findet man, Reelles und Imaginäres scheidend, die beiden Gleichungen 

r—p' — a {X ^ />), F' — j' = a(Xf* — q). 

Diese nun gehören scheinbar (!) zwei geraden Linien an« welche gegen die Coor- 
dinatenaxen eben so wie die gegebene Gerade geneigt sind. 

Allein selbst nach dieser Berichtigung wtirde es noch immer voreilig sein , wenn 
wir diese Geraden discutiren wollten* Denn wenn es aich auch leicht begreifen läsat» was 
man damit sagen will« eine einzelne der beiden ursprünglichen reellen rechtwinkligen Coor- 
dinaten X» y werde complex; nämlich : entiveder die Abscisse x werde ersetzt durch den in 
der jry -Ebene enthaltenen winkelrechten complexen Coordinatenzug X -|- XI' y^ — 1« und 
in seinem Endpunkte erhebe sich senkrecht auf dessen Ebene die Ordinale y ; oder die Or- 
dinate y werde ersetzt durch den im Endpunkte der Abscisse x anfangenden und mit seiner 
Ebene auf ihr senkrechten winkelrechten Coordinatenzug P+ Y** V^ — 1 ; da dortT« X', y« 
hier ^« K« P'« als drei gewöhnliche winkelrechte Raüincoordinaten « jedesmal einen Punkt 
im Räume bestimmen: so lässt si(*fa doch (vergl. %. 141« B) nimmermehr einsehen« wie 
beide (I) an einander hängenden winkelrechten reellen Coordinaten x, y sich ersetzen lassen 
durch die beiden gleichfalls zusammenhängenden winkelrechten complexen CoordinatenzOge 
X -|- X' y — 1 und F + F" y — 1 ; indem von den nach einander folgenden vier ge- 
wöhnlichen Coordinaten X , X\ K, Y' jede spätere auf allen früheren zugleich senkrecht 
sein muss, und der Hauni doch nicht vier, sondern immer nur drei Dimensionen hat. 

Die letzte Ursache solcher Verirrung liegt in dem« vornehmlich in neuester Zeit« so 
keliebl gewordenen blossen Zeichenrechnet^ Wo ^nan, ohne Umstände, so ofVs beliebt« für je- 
den Buchstaben« wie z. B. x, einen sogenannten negativen, — Xy oder einen einfach imagi- 
nären, \ry^ — \, oder endlich einen complexen« a:' -J- a:*'V* — 1« einset/.en zu dürfen und 
das rechnende Zeichenspiel fortzusetzen befugt zu sein wähnt« ohne zur Rechenschaft si^h 
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verpflichtet zu eracbteo, ob solcher Vorgang auch mit derMatur der von dem Buchstaben ä? 
vorgestellten Grösse vereinbarlich und sobin erklärbar sei. 

2** Fräse. „Setzt man in der Gleichung y — y' ~ -=^7; V (^ ^ ®') 

«•=:;> + ? r-1- y' = />' + ?' V^-i. . 

x"z=p-q AT-l. y" -p -q r-1* 
so folgt ebenfalls y — p —— {x — /?), 

und es wiederholt sich die vorige Frage ^ 

Fierdsuilichung. Durch die Substitutionen findet man nSmltch vorerst 
x" — a' ZZ — 2q V—U y" — y rr — 2y' y"— 1, und danach die Gleichung 

y-p -q r-t -^-{x-p- qr-\) -^[x-p)- q yr-U 

daher sogleich y — p'zHi-^x — /)). 

Bescheid. So wie hiw die vorige Verirrung und mit ihr die vorige Frage wieder- 
holt wird« so müssen wir auch im Wesentlichen unsere Anlworl wiederhclcn. 

i^ Frage „Die Einföhruog von complexen Coordinaten in die Gleichungen von 
Curven fuhrt auf reelle Gleichungen anderer Curven ; welches ist im. Allgemeinen der geo- 
metrische Zusammenbang derselben mit den ersterenf^ 

Verdeutlichang und Entgegnung. Nehmen wir nur ebene Curven vor^ da y wie leicht 
zu erachten • bei doppelt gekrümmten die Schwierigkeiten sich wied&holen und verstärken 
müssen. Sei also ßx, y) ~ 
die allgemeinste Gleichung einer ebenen Curve, und lassen wir 

X znx' -^ x' V"— 1, y = y + y" V"— l 
werden, so erhalten wir 

j{x' + x" Y-u y + y' r-1) = 0, 

oder da diese Fuoclion wieder die allgemeine romplexe Form annimmt» 

qp {x\ x\ y , y"; + y^ (a:', x\ y\ y") K— ^ = 0, 
folglich 

V (iP'. ^\ y\y) = , V {x\ x\ y\ y") = 0. 
Diese beiden gleichzeitig, bestehenden Glejchungen zwischen den vier Yeränderliohen 
X * x\ y\ y" gehören aber bekanntlich im Allgen^einen einer Fläcjie (1) an« und nur in be- 
sonderen Fällen zweün Curven, oder aueh bloss Einer Curve. 

Z. B. Die Gleichung der Kreislinie o?^ -|~ ^^ — ^' verwandelt sich durch diesen 
Vorgang in 

a-'« + y » - (a>"» + y"«) + 2(x ql' + y' y") Y—\ = r« 
und zerfiillt ^o in die beiden Gleichungen 

^^ + y'» - («"» + y"}» = r«, X x" + y y" = 0, 
welche daher einer Fläche vierur Ordwmg zngehören. 
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l>ie Gleichung ätr geraden Li iii ax -{* by zsi c dagegen verwandelt ^kh in 

ax' + by' + («a?" + VO V-"l = c, 
und zerßllt daher in die beiden Gleichungen, 

ax' + by* = c, axf' + *y" = 0, 
welche zweien Geraden angehören. 

Ausser dem hier aufgedeckten Fehlgriffe findet sich aber auch in dieser Frage wie- 
der, wie in. den beiden ersten, der nämliche Verstoss mit der unbedachten Einführung com- 
plexer Coordinaten. 

4t" Frage. ^Die durch die zwei Durchschnittspunkte zweier in einer Ebene enthaltenen 
Kreise bestimmte Gerade ist auch dann noch reell, wenn der gegenseitige Abstand der 
Mittelpunkte der Kreise grösser als die Summe ihrer Halbmesser ist, und also k«ine reellen 
Dnrcbscbnitispunkte mehr gibt. Wie ist diess zu erklären?^ 

Erläuterung. Seien (Fig. 46) r, R die Halbmesser, und t die Centrallinie (Weite 
zwischen den Mittelpunkten O und Q) zweier Kreislinien; und man nehme den Mittelpunkt O 
der ersteren Kreislinie zum Anfang der Abscissen, die auf der Centrallinie gegen den an- 
dern Mittelpunkt hin positiv gezählt werden sollen« Sind dann o?, y die laufenden recht- 
winkligen Coordinaten der einen und anderen Kreislinie, so sind die Gleichungen dieser 
Linien bekanntlich 

. 0?« + y« = r« {c—xY + y« = Ä«- 

Beide verbunden sind eigendich die Gleichungen des Durchschnittes der Kreislinien. 
Für ihn fiAdet man durch Subtraction %cx — c* ZZ r* — Ä* 

^2 I ,.• /J« 

und hieraus x ZI — ■, 

daher durch Substitution und Reduction 

y ZZ ± ~ V(<? + r + Ä) (c + r — Ä) (c + Ä — r) (Ä + r — c). 

Die erste diesei^ beiden letzten Gleichungen ist auch die Gleichung der durch die 
beiden Durchschnittspunkte gehenden, auf die Abscissenaxe isenkrechten Geraden (der den 
beiden Kreisen gemeinsamen Sehne). 

Wird nun c > R -\' r ^ so wird zwar y imaginär, x aber fällt noch immer reell 
aus, und weist also nach, dass es auch da noch immer eine reelle Gerade durch die Durch- 
schnittspunkte beider Kreislinien gibt, wo doch tbafoächlieh keine solchen Durchschnitts- 
punkt*e tnehr existiren. «Wie ist diess zu erklären?* 

^a 4. r* Ä* 

Erklärung, Die Gleichung x = —-5 • welche für alle Wei'the von 

c, r, R^ reell bleibt , gehört allerdings einer auf der a;-Axe senkrechten und sonach jeder- 
zeit bestimmbaren oder construirbaren^ also reellen Geraden zu ; allein diese kann die 
„durch die beiden Durchschnitlspunkle besfimnUe^ Gerade keineswegs auch dann noch ver- 
bleiben, wenn diese Punkte gar nicht mehr existiren; da man ja zu solchem Bestimmen 
gerade die Existenz dieser Punkte bedingt. Genauer ausgedrückt ist diese Gerade — wie 
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ttian idioK bei äMein anderen Lif^ien je^Keit atis^tis^iiHScIien pflegt — eine dieW ^Ptttiftle« im 
Yärein mit enderen Linien, besb^fbrnende; sie ebthalteode Linie. ' Durch jene GleichäDg er* 
fahrt man daher nur so Tiel, diiss» wof er fiDurchschttittspunkte beider Kreislinien wirb1i><5h 

, £^S J. ^2 ß9 

etistlren, sie sich in derjenigen Geraden befinden müssen,' deren Gleichung a?= — J-_ 

ist. In der Frage wird aber irrig so argi^mentirt: 

^Weil diese Gerade immer be&^mmbar (reell) ist^, so müssen darin jedesmal ein 
pa^r Durcl)scbniti^ua|Gte der Kreislinien sich befiaden.*^ 

Existirt ja doch auch jede der bei4en Kreülinun selbst iafimerf wie gross auch 
r, Ry c sein mögen; muss doch auph jede aus ihnen beide Durclischnittspuixkte entbahen« 
wenn-^iß wirklich existiren: und dennoch Badet ma^ s .gar nicht befremdlich, dass manch« 
mal auf keiner, von beiden Kreislinien ein S4;>lcher Ikircbachnitt^unkt si^^li beendet. 

Noch mfeh,ri Jene Gleicbv^g gib( i^me^w^gs unbedingt die Abscisse x der Durch- 

Schnittspunkte an. Denn vermöge der ersten Slammgleichung muss -ja di;^ _ r^ , also der 

Zahlwerth von x kleiner oder höchstens noch so gross als jener von r sein. Bloss unter 
dieser Bedingung kann jene Gerade die Durchschnittspunkte der Kreise enthalten. Ist aber 
c > Ä -j- r, folglich R <^ c — r; so wird 

X > i— — i ako op > r. 

2c 

Mitnin fallt a; hier nicht unterhalb die nothwendig bedungene Grenze^ daher darf jener Aus- 
druck von X für die vorherige Bestimmung auch gar nicht mehr angewendet, werden , und 
sonach befinden sich in jener entsprechenden Geraden keine Durchschnittspunkte der 
Kreislinien; oder eine solche« diese Durchschnittspunkte mit bestimmende» Gerade gibt es 
hier schlechterdings nicht ; sie ist also auch nicAl mehr reell (wirklich vorhanden), wie in 
der Frage irrig behauptet wird. 

Diese irrthümliche Ans^ph^ entsprang demnach lediglich aus der Nichtbeachtung der 

Grenze der Abscisse ar. ' 

•1 ■ 

Anmerkung^ Dass man eine ähnliche haUlose Einwendung auch rücksiclitUch des 
Durchschnütskreises zweier Kugeln machen könne, ist leicht zu finden. 

$. 148. 

Berichtigle Fra^e. 

Indem ich den Ruhm des Ersinnens ähnlicher fehlgreifender Fragen gern Anderen 
überlasse, wende ich mich nun zur. folgenden durch sie angeregten neuen und höchst 
wichtigen Frage: 

ff^enn in einer Gleichung, oder in mehreren unter sich verbundenen Gleichungen, eine 
oder einige allgewnetne {durch Buchslaben angedeutete) , ursprünglich fMrect beza- 
gene Grössen in ablenkenden JÜeziehungen oder ccmplex genommen werden solleni 

22 
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wU hat man da Aren Zusammenhang mit einander imd mü den übrigen^ in ihrer Beziehung 
nichi geänderten^ Grössen zu dewien? unier welchen Umstände^, pder Bedingungen lial cder 
erhall eine solche Abänderung der Beziehungen einen tßiaren JSinmf 

A. Zuvörderst möge hier der am häufigsten in Anwendung kommende Fall hervor- 
gehoben werden, wo n ur Eine durch lauter direct beziehliche allgemeine Grössen ausgedrückte 
Unbekannte, für gewisse Werthe dieser Grössen^ ablenkend beziehlich oder complex ausfällt* 

Da ersieht man leicht, dass« wenn die Natur dieser Unbekannten keinerlei Ablenkung, 
sondern höchstens nur Gegensatz, ihrer Beziehung verträgt, der für sie sich darbietende 
ablenkend beziehliche Rechnungsausdruck oder Werth erkennen lässt, dass bei jenen Wer- 
then der bekannten Grössen diese Unbekannte geradehin unmöglich (selbst nicht einmal ima- 
ginär^ einbildltch) ist, mit ihnen ganz und gar nicht zusammen bestehen kann, und dass 
demnach jene angegebenen Werthe selbst eigentlich mit einander unvereinbar sind, folglich 
die vorliegende Rechnungsaufgabe schon in ihren Grundbedingungen, in ihrer Anlage un- 
statthaftj widersinnig ist« 

Gerade so sind sogar bloss gebrocheneX^kA^xi unmögliche Aujlvsungen, wenn die Un- 
bekannte ihrer Natur nach nur ganz sein, oder nur gewisse zulässige Nenner haben kann ; 
irrationale dort, wo die Unbekannte nur rational sein darf, insbesondere unstetig ist ; nega- 
tiv beziehliche da, wo die Unbekannte keine entgegengesetzte Beziehung gestattet; endlich 
auch alle jene Werthe der Unbekannten, welche gewisse festgestellte Grenzen überschreiten, 
Erläuterungen und Beispiele hiezu enthalten die Lehrbücher und Beispielsammlungen der 
Algebra. 

Dort hingegen, wo die Natur der /raglichen Unbekannten eine ablenkende Beziehung 
wirklich gestattet, und diese sich unschwer begreifen lässt, bietet die Deutung eines solchen 
ablenkend beziehlichen Werthes der Unbekannten eben so wenig Schwierigkeit dar, als die 
der entgegengesetzt beziehlichen. 

Zuweilen gestattet der algebraische Ausdruck der Unbekannten mehrere Werthe, 
oder er ist m^hrjörmig, mehrdeutig. In einem solchen Falle prüft man jeden einzelnen 
Werth und behält nur die mit der Natur der Unbekannten vereinbarlichen als Auflösungen 
der Aufgabe bei; indem man alle übrigen als unmöglich, unstatthaft verwirft. 

%. 149. 

Überzählige Auflösungen der Aufgaben. 

Hier nun wirft sich die höchst wichtige, zwar schon vielfaltig angeregte, aber wie 
es scheint (wenigstens in allen jenen vielen von mir gelesenen Lehrbüchern und Sammel- 
werken) noch nicht gründlich und umfassend genug beantwortete Frage auf: 

Wie kommt es, dass eine Gleichung nebst der von der Aufgabe unmittelbar gefor- 
derten und sie befriedigenden Auflösung gleichwohl auch noch andere überß'ussige oder 
überzählige fFerthe der Unbekannten liefern kann, welche die Aufgabe gar nicht aaflösen, ihr 
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gar nicht zugehören« das« folgKch die GUiekmng nukrgibi, alt man vcn ihr verlangt? Oder 
wie ist das Erscheinen der, der vorgelegten Aufgab^ fremden Warzclwerllu der ihr ange« 
hörigen Gleichungen zu erklären? 

Folgende AußULrung dürfte hoffentlich genügen* ' 

Bei der Auflösung jeglicher algebraischen Rechnungsaufgabe unterscheidet man be- 
kanntlich drei Haupiacie : 

I. die Aufstellung der Bestimmungsgleichungen* 

IL die Auflösung dieser Gleichungen, 

IIL die Erforschung oder Erörterung (Discussion) der Wurzelwerthe dieser Glei« 
ohungen« ob und wiefern sie die gestellte Aufgabe selbst auflösen. 

Betrachten wir nun diese Acte einzeln und umständlich. 

I. Aufstellung der Gleichungen. 

Wenn man sich anschickt, eine Rechnungsaufgabe mittels Gleichungen aufzulöseUj 
so pflegt man bekanntlich 

1. alle in ihr vorkommenden» gleichviel ob bekannten oder unbekannten, Grössen 
von einerlei Ar als mit der nämlichen, bald ausdrücklich angeführten, bald aber auch nur 
stillschweigend in Gedanken zurückbehaltenen derartigen Messeinheit ausgemessen« durch 
Zahlen, Zahlwerthe genannt, darzustellen. 

2. Von diesen Zahlen nun werden die unbekannten nothwendig stets durch Buchsta* 
ben vorgestellt, von den bekannten aber bloss die allgemeinen; während die besonderen und 
völlig bestimmten Zahlen, wie sonst überall und immer « durch Zifi'ern dargestellt werden, 
oder auch zuweilen zur Verallgemeinerung einer Aufgabe oder ihrer Auflösung, selbst wie- 
der durch gewisse sie stellvertretende Buchstaben. 

3. Sämmtliche diese in der Rechnung oder mathematischen Forschung zu betrach* 
ten kommenden Zahlen werden unter sich nach denjenigen Rechnungsweisen in Gleichun- 
gen — seltener in Ungleichungen^} — verbunden, welche der sprachliche Ausdruck oder 
die Natur der Aufgabe vorzeichnet. Dann sind diese Gleichungen der algebraische Ausdruck 
oder Ausspruch der vorgelegten Rechnungsaufgabe oder Forschung, gleichsam die in die 
Sprache der Algebra übersetzte und mit den Schriftzeichen dieser Wissenschaft niederge- 
schriebene Aufgabe selbst; sie machen die Rechnungsanlage der ganzen mathematischen 
Forschung oder der Auflösung der Aufgabe aus. 

4. Fon diesen Bestimmungsgleichungen der Aufgabe gelten nun offenbar yb/^^nrf^, bis 
jetzt sowohl in Lehrbüchern als auch in Streitschriften viel zu wenig beachtete, Bemerkungen: 

a) In allen solchen Gleichungen kommen lediglich nur Zahlen, und nie etwas Ande- 
res vor; in ihnen befindet sich nichts von jenen Menschen, Thieren, Dukaten, Gulden, Tfaa- 

*) Wenn man will, kann man jede Ungleichung leicht auch in eine Gleichung umstalten, indem man dem 
einen Theile derselben entweder eioen willküriichen Summand oder einen wählbaren Factor cur Aus- 
gleichung Kusetzt, So z. B. P'^Q kann durch P ZZ Q '^^ 8 oder durch P ::: fQ erseut werden, wofern 
J* und y innerhalb gewisser Grensen wählbar. bleiben. 

22* 
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epn'ödelr.sonatigvii Münzen, ui^d GbldstAokciL^.'itakDOcbenVKIfifi^h.;! EUfen.«; vOto! (Jea Ffohdon«: 
öden anderen G^wictiten; ^Dn* den Tyageol^ jSlulide«» odor '«ncieteniZbiteiiii iidn ji^nsD* Abßoia^ 
sen« Ordinalen oder andererr Strecken, von jenen WinkefhvFIliGben*' «d^rttörp^rräusr^ni 
u. s. f., von denen die Aufgabe spricht. iPiel&iiibälteii j|(|gilteber^.Aftt:^d\ßr ihf^der Aufgabe 
erWäfanten: Gröj^en sind 'Spurlos aüu ;dea iGleithiuigbn iberaüU^j^afail^nMund :kö«clen' demnach 
auch durch jede andere gleich- oder ungleichartige Einheit ersetzt- werdanV so da^i iw fi* 
wo vordem Pfunde gezählt wurden, oupmeihr Ellctn geaäbk wei^den können. Keinjer Zahl, 
die in einer solchen Gleichung steht, kann man ankennetty lya^ för Messßiniheitbn ^e zählt, 
weiohe Art. von Grössen sie voiistelU, ob Göwicht]^, Zeitoiiy. Längen oder sonst, w^, 

b) Jeder in der Gleichung stabende Buchstabe, wie- is^, y»*^ odw< ^j b^ €, ,,,.. 

m, n, p, . . . ., stellt die betreffende Zahl oder beziehungsweise die: von dieser 'st^ll vertretene 
Grösse» nicht allein hinsichtlich ihrer Grossheü oder Zahlform, sondern auch in Absicht 
auf ihre etwaige algebraische i^dziVAuT^, so wie auch noch in Bezug auf «S'i^^^e^A^tY in ihrer Ver- 
äiiderung dar. Die Zahl, die der Buchstabe vorstellt, kann nämlich nicht etwa bloss so und so 
gross, oder auch nur über oder unter einer gewissen Grenze, sondern vöHig beliebig gnods 
gedacht werden; nicht allein ganz oder gebrochen, also rational, sondern auch irrational, 
also von was immer fUr einer Zahlform sein; nicht nur absolut (unbezogen), sondern auch 
negativ, ja sogar beliebig ablenkend beziehlich gedacht werden-, und endlich lässt isKh 
eben diese Zahl und ihre ablenkende Beziehung allmälig alle denkbaren Stufen durch- 
wandernd vorstellen. Dem Buchstaben, als Zahlzeichen, sieht man, in Anbetracht der 
Grösse, Form, Beziehung, Veränderlichkeit der durch ih*n bezeichneten Zahl keinerlei Be- 
sonderheit an, welche die Aufgabe ihr auferlegt. Im Buchstaben steckt daher als beliebig 
denkbar verborgen: Art der Grösse, ihr durch Zahlen ausgesprochenes Wiegross, ihre 
Form oder Erz^gungsweise aus der gewählten Messeinheit mittels aliquoten Setzens, ihre 
algebraische Beziehung, ihre (stetige oder unstetige) Veränderlichkeit. 

c) In den Bestimmungsgleichungen der Rechnungsaufgaben finden sich daher keine 
jener Nebenbedivgangen vor» welche diese ' Aufgaben über Grenzen und Eigenheiten der in 
ihnen angeführten Grössen und Zahlen vorzeichnen ; eben so wenig jene Bedingungsglei- 
chungen oder -Ungleichungen, die zwischen manchen bekannten Grössen bestehen sollen. 

d) Gesammie' Rechnungsweisen, nach denen in den Bestimmungsgleichungen gerech- 
net werden soll, als: die Addition, Subtraction, Multiplication, Division, Potentiation, Radica- 
tion und Logarithmation, folglich auch die sie andeutenden Rechnungszeichen sind jederzeit 
im algebraischen Sinne zu nehmen. 

e) Eine solche Bestimmungsgleichung oder ein System solcher Gleichuuijen, worauf 
irgend eine Rechnung führt, sagt daher bloss: 

„Man sucht eine Zahl x oder mehrere Zahlen .r, y, s, im allgemeinsten alge- 
braischen Sinne dieses U'ortes, die unter sich und mit gewissen bekonnten und in eben 
diesem umfassenden Sinne genommenen, Zahlen a, by c, ,. ., wohl auch mit manchen an- 
gegebenen besonderen Zahlen, dergestalt zusammenhängen, dass sie jener einen Gleichung 
oder diesen mehreren Gleichungen Genüge thun/' 



/) Desswegen kann eine solche Gleichung oder ein derlei System von Gleichungen» 
worauf die Rechnungsaufgabe führt, nich! "lAleTb der algebraische Ausspruch von dieser 
einen Aufgabe, soi^deriii jauch j^ner. ypfi ^vfnzi^hUg vielen M^iffeheu seiKt\ iu' denen zwar die 
Art der von den Zahlen vorgestellten Grössen, der Betrag, die Form, Beziehung, Vjßränder- 
iichkäit deris'elben, mantilgfahig' sicii abändern kann, aber d'e'iinoch dieselben Zahlen auf 
einerlei Weise unter sich in Rechnung verbunden werden. Unter diesen Aufgaben 
kann es daher aüclv wieder unzählig viele geben , bei denen alte allgemeinen , durch 
äuchsta't)en vorgestellten ilahlen' stetig veränderlich, beliebig gross, wie immer geformt und 
ijezögen sind,* und diesö Aufgaben können daher allen übrigen, auf die nämlichen Gleichun- 
gen hinleitenden als Gattungsvorblld (generelles Prototyp) dienen. 

S. 150. 

IL Auflösung der Gleichungen, 

Die für die Atifgabe aufgestellten Bestimmungsgleichungen, welche blos* Zahlen der 
all.i^emeiQSten Gattung- 'e^thal^n, werden nun nach den bekannten mannigfaltigen Weisfen» 
als: Transformation, Elimination, u. s. f. aufgelöst , d. h. alte jene Zahlen gesucht, welche 
für die Unbekannlsen gesetzt, beide Theile der Gleichungen gleich machen, oder den Glei- 
chungen genügen. 

Dabei darf man jedoch nicht übersehen^ dass durch manche solche Auflösungsweisen 
theils Wurzelwerthe der ursprünglichen Gleichungen iieraus/allen , theils andere wieder zu- 
wachsen können. Jerus Herausfallen von fVurzelwerthen lässt sieh verhüten, wenn man die 
vorkommenden Rechnungsausdrücke hinreichend vieldeutig nimmt, oder so vielerlei Glei- 
cliungen einführt, als solcher mehrdeutiger Formen sich ergeben. DieBs Einschleichen 
fremder Wurzelwerthe in die später entstehenden Gleichungen dagegen ist nicht leicht zu 
vermeiden, wenn anders die Endgleichungen und Endergebnisse in gefillliger gedrängter 
Rechnungsform erscheinen sollen» So z« B. bietet die bekannte Summenform einer be~ 

ö"— 1 
grenzten geometrischen Grössenreihe j ZU a. r» 

s 
wenn q zu suchen ist, als Gleichung y" — 1 (y — 1) ~ auch den Wurzelwerth 

q z:: 1 dar, welcher der ursprünglichen* Summenform 

J ~ ö -+- öy + aq^ + .... + a^f"**' 
völlig fremd ist, und nur durch die Mukiplication-mit q — 1 eingeführt wurde. 

Man muss daher von den jeder Ausgangs- oder Besttmmungsgleichung eigenen 
Wurzelwerthen die ihr fremden unterscheiden. Jene eigenen genügen nicht bloss den Aus- 
gangsgleichungen, sondern auch den Sehlnssgleichungen ; die fremden dagegen, weil sie nur 
dureb die Umwandlungen der Ausgangsgleichungen nach und nach hineinkommen, befrie- 
digen zwar die abgeleiteten und ' Endgleidiungen , keineswegs aber die Stamm- oder Aus 
gangdgleichungen. ..... . . 
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ni. DUcussien der ff^urzelwertke der Beslimffiungsgleichungen. 

Hat man die BestimiDungsgleichuDgeii , auf welche eine Aufgabe geführt hatte« auf- 
gelöst» so muss man 

1. sämmdiche, diesen Gleichungen , yr^m^^ fF'urzelwerlhe ¥on jeder weiteren Unter- 
suchung ausschliessen \ weil selbe» da sie schon diese Gleichungen nicht befriedigen, noch 
weniger die Aufgabe selbst auflösen können. Somit bleiben bloss die den ursprünglichen 
Bestimmungsgleichungen eigenthumlichen TVurzelwerthe zu erforschen, ob einige und welche 
aus ihnen der gestellten Aufgabe selbst gentigen. ^ 

2. Dabei gelten aber, als allgemein leitende Grundgedanken, die folgenden 
Wahrheiten : 

d) Die Auflösung der BesUmmungsgleichungen einerseits und die Auflösung der eigenl' 
liehen, auf sie führenden Aufgaben andererseits sind strengstens von einander zu unter- 
scheiden; so zwar, dass die Auflösungen der Bestimmungsgleichungen als Gattungen^ jene 
der Aufgaben als Arten anzuerkennen sind. 

b) Was in die Art gehört, das muss auch in die Gattung gehören, nicht aber um- 
gekehrt. Darupi müssen die Auflösungen der Aufgabe , wenn sie sonst wirklich ex^istiren, 
sich unter den gesammten Auflösungen der Bestimmungsgleichungen vorfinden, wenn anders 
keine von diesen ausgelassen oder weggeworfen worden ist; allein keineswegs muss jede Auf* 
lösung der Bestimmungsgleichungen auch schon eine Auflösung der Aufgabe sein! Jede Auflö- 
sung der Aufgabe muss nämlich auch eine Auflösung der Gleichungen sein, nicht aber um- 
gekehrt/ Was ^n Gleichungen nicht genügt, kann auch der Aufgabe nicht genügen, allein 
gegentheilig kann Manches den Gleichungen genügen, was der Aufgabe doch nicht genügt, 
oder eine Auflösung der Gleichung kann allerdings, muss aber nicht auch schon eine Auf- 
lösung der Aufgabe sein; ja sie ist es manchmal in der That nicht. 

Die Gleichungen sind nämlich nicht immer die ganze Aufgabe, da — wie bereits oben 
(§. 149, 4, c) erwähnt — manche Forderungen, Nebenbedingungen oder Einschränkungen (Re- 
strictionen) der Aufgabe sich nicht in Gleichungen bringen lassen. 

3. Was da statt findet, ob ein in Untersuchung genommener Wurzelwerth der Glei- 
chungen auch die Aufgabe auflöst oder nicht, muss die Natur der gesuchten Grösse ent- 
scheiden. Darum müssen nach Umständen bald die unganzen, bald die irrationalen, bald 
die zu grossen oder zu kleinen, oft die negativ beziehhchen und häufig die ablenkend be- 
ziehlichen (imaginären und complexen) Wurzel werthe der Gleichungen, als Nichiauflösungen 
der auf diese Gleichungen führenden Aufgabe, verworfen werden* 

4. Bei dieser Untersuchung kann es sich nun ereignen, dass von allen gefundenen 
Wurzelwerthen der Bestimmungsgleichungen nur einige oder nur einer, pder wohl auch 
nicht ein einziger allen Beschränkungen und Anforderungen der Aufgabe genügt. ,>Iro letz- 
ten Falle ist die Aufgabe ganz und gar unmöglich, in ihren Bedingnissen .widersprechend; 



175 

I T 

gieichyiel, wesswegen die Wurzelweithe ihr nicht Genüge leisten. Sonach kann eine Aufgabe 
unauflösbar sein , obwohl die ihr zugehörigen Gleichungen nirgends etwas Ungereimtes zu 
erkennen geben und keine imaginären, sondern nur reelle Wurzelwerthe liefern« 

Schlassfolge, Indem man demnach die Gleichungen einer Aufgabe nach den allge- 
meinsten algebraisschen Rechnungsvorgängen auflöst, löst man eigeiitlich keine Grössenglei- 
chungen, sondern blosse Zahlengleichungen auf; folglich wird auch nicht die eigentlich vor- 
gelegte Grössenaufgabe , sondern eine so umfassende Zahlenaufgabe aufgelöst, dass alle in 
ihren Gleichungen vorkommenden, durch Buchstaben bezeichneten, Zahlwerthe von Grössen 
keineswegs nur die betrachteten, sondern aufs allgemeinste genommene Grössen vorstel- 
len, z« B. ablenkende Strecken oder Flächen. — Diese Bemerkung entkräftet zugleich den 
triftigen Einwurf, wienach man sich's doch erlauben dürfe, mit den Grössen einer Gleichung 
nach den gewöhnlichen Gesetzen zu rechnen, wenn gleich die gesuchten Grössen in Wirk- 
lichkeit unmöglich oder imaginär sind. 

Auslegung der den Aufgaben niche genügenden Wurzelwerthe der Beslimmungsgleichungen. 

Ein eigen thttmliches Interesse gewährt das Bestreben, den einer Aufgabe nicht Ge- 
nüge leistenden und darum zu beseitigenden Wurzelwerthen ihrer Bestimmungsgleichungen 
dessenungeachtet eine Deutung zu verschaffen. Derlei Auslegungsversuche haben zu man- 
cherlei Missgriffen und Streitigkeiten Anlass gegeben. Der einzige richtige Vorgang ist die 
Überordnung einer neuen Aufgabe über die gegebene eigentlich aufzulösende, oder die 
Unterordnung (Subsumtion) der vorgelegten Aufgabe als einer engeren eingeschränkteren 
unter eine weitere umfassendere, die man sich auszudenken hat. Man ersinnt oder schafft 
nämlich« wo möglich, zu der vorgelegten Aufgabe eine allgemeinere, ausgebreitetere , in 
der jene selbßt als einzelner (individueller) oder besonderer (specieller , particulärer) Fall 
mit einbegriffen ist* 

Mitlel dazu ist überhaupt: Verallgemeinerung (Generalisation) oder Erweiterung man- 
cher in der aufzulösenden Aufgabe vorkommenden Begriffe, Merkmale oder Bedingungen, 
in der Art, dass die neue umfassendere Aufgabe manche oder alle diejenigen Wurzelwerthe 
der, auch für sie noch immer giltigen, Bestimmungsgleichungen, als ihre AuiSösungen, auf- 
nehmen kann, welche die ursprünglich gegebene beschränkte Aufgabe schon verwerfen musste. 

Hier insbesondere soll dieses Verfahren bloss in der Absicht angewendet werden, um 
den bei der Auflösung von Aufgaben sich ergebenden complexen — ablenkend beziehlichen — 
Wurzelwerthen ihrer Bestimmungsgleichuogen Deutung und Geltung zu verschaffen. 

Erläuterndes Beispiel. 

Wählen wir zur Verdeutlichung dieses Vorganges die letzte der obigen Fragen 

(in ». 147). 
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punk^es zweier in ^^nejlei. pb^^ne .befi»>djich^r„l^^linien HQp dien! H^tUMnesseriO r, ß, der«« 
Mittelpunkte um ,c von einander .abstcjhen. ,, ■ s .i . 

Diese Fqr^ßrur^ .fuhrt ,f^^f. die beiden Bc^Up^ipungsgleichungen 

0?^ + y« b r«. (c— 0?)« .ilr y« ;= Ä«, 

und gibt für die drei bekannten iQrösaen c, r, fi gemäss der i^ekanntcniNatur der Pr^iecl^ii^ 
deren eines hier jenen in voraus angenommenen Durchschtniljtspunkt und 6\»h^^4An Kr<i^» 
mittelpunkte zu seinen drei Spitzen hat, noch die ,BediugM,ngsuDgle)chujagen 

r -\' R> c, r '\' €-> R, Ä + c>r. 

Für die Unbekannten £C» y wird zugleich stillschweigend bedungen^ dass sie zu ge« 
wi^/^ea zwei winkelrechten Axea parallele Streckeu^ und an die Grenzungleichungen 

val, abs, x _ vaL abs. r 

vaL abs, y 2^ vat. abs, (r, /?) gebunden seien. 

Jene Gleichungen liefern sofort für x» y die Ausdrücke 
_ ^2 4. r« — Ä« 

y = dz~^i[c ->rr-\- R){c ■\- r- R){c + R~r)(r + R-c). . 

Wie wir bereits oben (§. t47) fanden, muss, wenn bei den festgestellten Kreishalb« 
messern r, R die Weite c aus ihren Grenzen heraustritt, auch x ihre Grenzen überschreiteou 
und die y muss imaginär, tran^vers beziehlich ausfallen. 

Nun kann man sich aber in der Erklärung eines solchen Falles nicht damit helfen, 
dass man vorgibt, die imaginäre y stelle sich auf ihre frühere Richtung, also auch auf die 
Ebene der xy senkrecht auf, und der Durchschnittspunkt der beiden Kreislinien, als dritte 
Spitze desjenigen Dreieckes^ dessen beide anderen Spitzen die zwei Kreismittelpunkte sind, 
werde imaginär (eingebildet, einbildlich). Denn wer kann sich wohl einbilden» dass der 
Durchschnittspunkt zweier Kreislinien ausserhalb ihrer ^«^n^eWrA^r/^/^'^Am Ebene sich befinde? 
Oder wer kann sich ein Dreieck einbilden, das nur rwei Spitzen hat, oder in welchem eine 
Seite grösser ist als die Summe der beiden anderen? 

Man ist daher genöthigt, einzug-estehen » dass die vorgelegte Aufgabe in einem sol- 
chen Falle, wo eine der drei bekannten Strecken c, r, R grösser als die Summe der zwei 
anderen wird, ganz und gar unmöglich, mit sich selbst im Widerspruche ist. 

fyUl man jedoch diesen ff^iderspruch aufheben, o'der eine verwandte, die vorgege* 
bene Aufgabe als «inen besonderen Fall in sich .begreifende allgemeinere Aufgabie stellen* 
so kann diese etwa wie folgt lauten: 

Es soll (Fig. 46) ein P'unkt Jtf dermassen bestimmt werden, dass man zu ihm ge- 
|angt>|W^nn ipaa lyon t , einem : fixen Punkte O auf einer bestimmten Geraden XX' um eine 
gewisse Strecke OP ~ x vorschreitet , und von ihrem Endpunkte P in einer auf dieser 
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Axe XJC senkrechten Bkne ^ auf der tu einer bestlnintcm Geraden VY* parallelen um eine 
gewisse Strecke PM = y vorschreitet ; und dabei sollen die zwei unbekannten StreirkeA 
w, y mit drei gegebenen, direct (entweder positiv oder negatfr) bezichlicben Stred^en c, r, R 
so zusammenhängen» wie dir (leicht in Worten auszusprechenden) Gleic hutigen 

«» 4- y« =Z r«^ (e~a?)« +. y« = Ä« 

ausdrucken j weiche sonst auch bestehen, wenn der verlangte Punkt M der Durchschnitt 
zweier in der Ebene der Geraden XX' und YJT gelegenen Kreislinien von den Halbmnssera 
r, R ist, deren erstere ihren Mittelpunkt im Fixpunkte O, die andere den ihrigen auf der 
.Geraden XJf' im Abstände c bat. 

Hier lässt sich nun die» als Auflösung der Gleichungen» sich ergebende immer di- 

rect beziehliche Strecke 

g« 4, r« ~ /?« _c (r- R) {r ^R) 

2c ~ 2 "*" 2c 

jederzeit auf der Axe XX' von O aus construiren, also der Punkt P und • die Ebene g) be- 
stimmen. Allein die nach den zwei Gleichungen bestimmte Strecke 

y = ± -i Vi" + '• + ^ (" + »" - Ä) (c + Ä ~ r) (r + Ä - e) 

4,C 

kann in der Ebene g) nur so lange vom Punkte P aus parallel zu der Geraden YT aufge* 
getragen werden, als sie direct beziehlicb ausfällt, folglich der Radicand nicht negativ« sour 
dern positiv beziehlicb wird« Ist diess aber nicht der Fall« wird der Radicand negativ be- 
ziehlichj also die Strecke y Iransvers beziehlicb; so rouss sie in der Ebene ^ vom Punkte P 
aus senkrecht auf der Axe YY' ii^ die Strecke PM' aufgetragen werden. Mithin lässt sich 
auch hier noch« also jedenfalls der verlangte Punkt M* bestimmen, der wegen der Eindeu- 
tigkeit von X und wegen der Doppeldeutigkeit von y zweimal besteht. 

Und sonach ist die dergestalt abgeänderte Aufgabe ohne allen Anstand völlig auf- 
lösbar; der Iransvers beziehliche Ausdruck von y lässt eine verständliche Auslegung zu, 
ohne wie sonst gebräuchlich von einem imaginären Durchschnitte zweier Kreislinien zu sprechen. 
In einer ändern Weise lässt sich die Aufgabe wie folgt abändern : 
Wie luüssea die überhaupt wie immer ablenkendea Strecheo or. y« in eiAer fixen 
Ebene von einerlei Ursprünge O auslaufend, bestimmt werden «> wenn sie mit den drei ge- 
gebenen direct btziehlicben Strecken c, r» R in d^r Yerbinduttg stehen, dass die Glei«htJti^ 
geo »Ä ^ y« 3:; ^a pnd (^ _ ^j« -j- y» = Ä« gehen? . . . . =1 . . / 

Hier Jassen .sich nämlich die aus diesen Gleichungen \ hervet^gebenden* obeifi gHge- 
fübH»n Ausdj^ücke von m- und y jedenfalis ndch den von uns itu 5. Ikkiptstü^ke «rörierlM 
Vorgängen geometraieli coestruiren . c ! •< 

^bknkmng d^r Beziekufig mehrerer ursprünglich direct t^ziehUcher bekannter Grös^eii. 
B. Obergehen wir nun auf den zweiten Fall (in 5^148), wo eirujge oder a/^ Wl^'ann- 
ten oder gegebcTieh Grödsefh.' welche ursprünglich direct beziehlicb sind,' auch complex oder 
abUnkend biziehlicirsingiBnömttien ^werden. ""■ ' '/^ • 

2S** 
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Hier nun müssen in der Regel tmch die unbekannten oder gesuchten Grössen ablen' 
kend beziehlich ausfallen. 

Diess setzt vermöge unserer Ansichten voraus« dass man die Aufgabe, welche auf die 
vorliegenden Bestinimungsgleichungen fUbrt, dermassen verallgemeinere, dass die ablenken- 
den Beziehungen der gegebenen und gesuchten Grössen wirklich Bestand haben. In den 
meisten, wenn nicht in allen« derartigen Fällen durfte daher wohl kaum anders die Aufgabe 
sich verallgemeinern lassen, als dass man alle vorkommenden Grössen — gegebene wie ge- 
suchte — durch ablenkende Strecken oder Figuren darstellt. 

Beispiel. So würde man die vorige Aufgabe im Allgemeinsten so stellen: 

„Man suche zu den« wie immer ablenkend bezogenen Strecken [c) , (r)« (J?), deren 
Bezeichnungen wir desshalb in Haken einschliessen, zwei andere eben solche (d?), (y), so dass 
sie mit jenen in dem Zusammenhange stehen, 

(a?)« + (y)« = (r)» und [[c) - (a?)]« + (y)« = (/?)».« 

Da man hier ' [x) — ^^^^ "^ ^''|' ~ ^^^' und (y) = zb VW» — (a?)* 

2(c) 

findet; so wird man zuvörderst aus den Strecken oder Zügen (c), (r), (Ä) die Züge (c)*, (r)*, (/?)• 

nach §. 113 herleiten, letztere in den Zug (c)* + (r)» — (Ä*) nach §. 99 aggregiren, und 

diesen durch 2 (c) nach §. 112 dividiren« und so den Zug [x) erhalten; dann wird man aus 

dem letzteren nach §.113 den Zug [x]^ ableiten, diesen von dem Zuge (r)^ abziehen und 

aus dem als Rest sich ergebenden Zuge (r)^ — {x)^ nach S* H4 die zweite Wurzel zie« 

h'euj wonach der Zug (y) ebenfalls conslruirt sein wird. 

^ Auf solche Weise muss man vorgehen , wenn man die nichts sagenden Ausdrücke 

«imaginäre Cenlrallinie (c)« imaginäre Halbmesser (r)« (/?}, imaginäre oder complexe Goordi» 

naten Or)« (y) u. dgl.^ vermeiden will, 

%. i54. 

Ablenkung der Beziehung urspr&nglich direct beziehlich angenommener Veränderlichen. 

I. Ferner kann man in einer Gleichung zweier Veränderlichen o», y, wie in 

ßx, y)ZZO oder y — F\qd), 
durch welche gewöhnlich der Lauf einer ebenen Linie ausgedrückt wird« so lange diese 
Veränderlichen nur direct beziehUch sind» und sonach rechtwinklige Coordinaten vorstellen 
können« dieselben Zahlen oij y in ihrer aUgemeinsten Bedeutung nehmen« und zwar entweder 
nur eüu allein ^r beide zugleich ( nämlich entweder eine solche veränderliche Zahl jt, daher 

auch jeden ihrer particulären Warthe x\ xf\ xf*\ nur direct beziehlich belassen > die 

andere y dagegen« so wie auch ihre besonderen Werthe y'« y''« y'^'« « • • . allgemein ablen- 
kend bezieblidi nehmen« eder ancb beide veränderlichen, Zahlen a?«y mit einander ailgemein 
ablenkend beziehlich werden lassen« 

Im erteen Falle wird die allgemeine J^ahlengleichung der Form nach 

/[x. (y)] = /(*. r + ir) — oder {y) — T -^ ^^r — F(jr); . 
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und sie kann noch so angesehen werden» als stelle sie den Lauf einer Linie dar» aber nicht 
mehr einer ebenen, sondern einer dcppeli gekrämmien, indem man a (Fig. 47) als eine 
Abscisse ansieht und in ihrem Endpunkte in einer auf ihr senkrechten Ebene die (y) ~ 
r 4- ^y anfangen lässt» deren Bestandstücke Y, T zu festgestellten winkelrechten Axen 
parallel sind.*) Hier allein Hesse sich die letztere Veränderliche (y) als eine complexe 
Ordinate zur djrect bezogenen Abscisse des zu bestimmenden Punktes betrachten. 

Auch könnte man in einer bestimmten Ebene auf der Abscissenaxe der j? (Fig. 48) 
die Abscissen x^, x^, o^,, .... abschneiden» dazu den entsprechenden compleien oder ab- 
lenkenden Zug (y) ^ F[a7] nach den im 5. Hauptstück gegebenen Vorschrinen, also nach 
und nach (y|^), (yj), (y^)» •••• conslruiren» und um den Zusammenhang der x und y er^ 
sichtlich zu machen» den Endpunkt jeder Abscisse oß mit jenem der zugehörigen Ordinate 
y durch eine Strecke verbinden» so wie auch die Endpunkte der (y^)» (yi)» (y^)» • • • mit einer 
stetigen krummen Linie zusammenziehen. 

Im zweiten Falle dagegen kann man bloss in einerlei Ebene sowohl [pc] als auch (y/ 
als allgemein ablenkende Strecken darstellen. Aber selbst hier muss man» um den Gang 
der gleichzeitigen Veränderung von (op) und (y) zu verbildlichen» die erstere Veränderliche 
((d) nur eine (ebene) Linie, nicht aber die (ganze Gonstructions-) Ebene bestimmen lassen. 
Indem man nämlich (rr) =: t^^r setzt» kann man z. B. nur den Radiusvector r stetig sich 
verändern lassen» dagegen den Ablenkungswinkel g) constant voraussetzen» so dass (o^) 
(Fig. 49) einen unbegrenzten Strahl Torstellt, den man nachmals selbst wieder unstetig än- 
dern» namentlich qp = a^^» iX|» a^^ 1I3» • . • . werden lässt , und so die angehörigen 
Strahlen (a?) ZZ (x^)» (a^,)» (x,), {x^ . • « • erhält 

Oder man kann r absatzweise» q) dagegen stetig sich ändern lassen, wodurch man 
eine Reihe nach einander folgender concentrischer Kreislinien erhält. 

Zu jeder solchen Linie (o?) wird eine eigene Linie (y) gehören , so dass man auch 
ein entsprechendes System (y^)» (y,), (y,), ..«» solcher .Linien erhält. 

Anch in diesem Falle lässt sich nicht im strengsten Sinne von complexen Goordi- 
naten sprechen. 

Überdiess ist es gleicbgiltig» ob in der zwischen den Veränderlichen % und y ge- 
gebenen Gleichung die constanten Grössen nur dir^ct oder auch ablenkend beziehlich sind» 

BeigpieU Die Gleichung y — y' ZI ä (a? — a?')» 
welche (§• 147» 1« Fr»)» so lange keine der darin vorkommenden Grössen complex ist, eine 
gerade Linie vorstellt» übergeht», wenn alle Grössen complex werden^ in 

Cy) -- (y') = (ö>[(«^) — («^')] 'lod gibt 
(y) = (y') — (fl)(ir') + {a){x\ 
Construirt man nun zuerst der Ordnung nach die Züge {oi) , — (a)(^') > (y') und 
{jf) — (a)(a?0 1 fto weist der letztere , als ein unverrückbarer Zug » stets auf äüurlu 
Bmkt hin. 

^ Vergl. ffiusiem Üb« d. geoa^. Darfunong eoa^lcser PanctMMB. Gr. ArehiT. VII. 4. S. 4 IT — 4Sd. 



LäsH man danacb (co) einen Serakt bisiimment «o bestimmt aueh (tf)(V) einen an^ 
dkren Strahl^ dessen Ablenkungswinkel die Summe der Ablenkon^winkel des Rfldiuavector*- 
zugea (a) und des Strahles Qt) ist; folgtich bestimmi (y) den, im Pttniie (y) — C^X^r 
an/angenden kq dem letzteren Srahle (a)(9) gleiehgerichteten (gleichatimmig parallelen) 
SirahL «-* Lässt man dagegen (ir) eine Kreislinie bestimmen, so bestimmt (^X^) ^^^^ ^^ 
dere Kreislinie ; folglich beeiimml (y) die um den Ihinkf (yO — (^)(^0 ^^ MiCielpanki mit 
dem Producte der Moduln von (ä) und (sp) als Halbmesser beschriebene Kr^istinis, 

Wird dann jener Strahl (9) absatzweise (ruckweisel) , etwa am gleiqhe Winkel^ um<> 
gedreht« so dreht sich auch der. zu ihm gleichgerichtete Strahl (y) in gl^iohc^r Weise. -^ 
Wird ebenso der Halbmesser der Kreislinie (x) absatzweise, etwa uin gleiche iidogen, veiw> 
grossen, so wächst auch der Halbmesser des Kreises (y) in gleicher Weise« — Dort stellen 
also (ai) und (y) Systeme (BOschel) ven Strahlen aus den Punkten und (yO — (^H^)« 
hier dagegen Systeme von concentrischen Kreislinien um eben diese Punkte als Mitteipunkte dar« 

II* Sollte aber in einer Gleichung dreier Veränderlichen m, y, z, wie in 

/ (•«•* h «) =^ oder 2 rr F (JP, y), 
durch welche gewöhnlich der Zug einer fläche ausgedrückt wird, so lange diese Verfio der* 
Ik^hen nur direct beziehlich sind, und sonach rechtwinklige Coordinaten Torstellen k^imea« 
auch nur Eine dieser Zahlen w, y, z, etwa z^ in ihrer allgemeinsten Bedeutung (ji) b= a' -|" f^ 
genommen werden ; so Hesse sich der Gang der gleichzeitigen Änderung nur in derselbeM 
sohwerflälligen Weise wie im Torigen zweiten Falle grapbiseh daflratelle% weil auch hier yon 
ewei unabhängig Veränderlichen a^, y zwei andere Veränderlich w ^*j z*^ n^t einander eu^ 
gleich abhängen. 

Völlig -unmöglich würde aber eine solche raumliche Darstellung, wenn zwei oder 
alle drei VeränderUchen complex werden sollten. 

Bet mehr aU drei gleichzeitigen Veränderlichen bort die geometrische Verbildli- 
chung auch dann schon auf, wenn sie bloss direct beziebUch sind. 

*iy. Bedient man sich aber der in %. t4t erörterten für jede Menge iron Yeränderii- 
eben brauchbaren, tabellar /sehen Darstellung der gleichzeitigen Veränderung mehrerer Grössen, 
so zieht das* Complexwerden einer Function (äbhiingig Veränderlichen) gar keine Vcrände* 
rang naeh sieh, weil es gteichgiltig ist, ob in das betreffende Fach eine jiimct oder ablen« 
kend beziehliche, eine einfache oder complexe Grösse eingetragen wird; dfs Complex* 
werden einer Grund veränderlichen dagegen hat lediglich das aur Folgie, dass statt des 
einen Tafel-Einganges der direct bezieblichen GrundverändepRehen zwei Eingänge^ einer f^f 
den direct und der andere tlür den transvers beziebltohen A^theil der ablenkend beziehtichen 
notliwendig werden. 
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